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Maneiras de lidar com a matemática: o que estudantes de um curso de engenharia
mostram saber diante de questões envolvendo o conceito de limite

Guilherme Gasparini Lovatto

CASCAVEL
2020



GUILHERME GASPARINI LOVATTO

MANEIRAS DE LIDAR COM A MATEMÁTICA: O QUE ESTUDANTES
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DE UM CURSO DE ENGENHARIA MOSTRAM SABER DIANTE DE
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À Universidade Estadual do Oeste do Paraná, por todas as oportunidades, sobretudo pelo

crescimento profissional e acadêmico.
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Resumo

Esta pesquisa se originou da sensibilização aos entraves enfrentados pela maioria dos alunos que

adentram à Universidade e se veem em meio à disciplina de Cálculo Diferencial e Integral I. O

conhecimento do ı́ndice de permanência e de reprovação do Cálculo que se faz presente nesta

pesquisa representando parte das dificuldades enfrentadas pelos estudantes ingressantes em um

curso de graduação da área de Ciências Exatas no que diz respeito à matemática acadêmica,

neste caso o que imerge e emerge ao conceito de Limite. Buscamos sistematicamente trabalhos

que tratam da Análise da Produção Escrita e Ensino de Cálculo para sofisticar nosso embasa-

mento teórico, evidenciando que problemas no Ensino e Avaliação de Cálculo já ocorrem por

décadas. Nos pautamos na Avaliação como oportunizade de aprendizagem, portanto, como

uma prática de investigação da atuação docente e da aprendizagem do estudante. Alem disso,

baseamo-nos nas premissas da Análise da Produção Escrita, analisando as maneiras que os estu-

dantes lidam com questões envolvendo o conceito de Limite em uma prova escrita na disciplina

de Cálculo de um curso de Engenharia a fim de responder: o que estudantes de um curso de en-

genharia mostram saber sobre conceito de Limite? Realizamos leituras das produções escritas,

construindo uma análise, discussão e, então, formação de agrupamentos e categorias. A Análise

da Produção Escrita nos mostrou que a dificuldade no Cálculo não reside apenas na matemática

acadêmica, a maioria dos estudantes não resolveu as questões envolvendo o conceito de limite

por problemas com a matemática escolar, conceitos matemáticos estudados no nı́vel fundamen-

tal e médio. Elaboramos algumas propostas de intervenções, para situações futuras de ensino e

aprendizagem de Cálculo, baseadas na análise das produções escritas, levando em consideração

instrumentos de avaliação da Educação Matemática Realı́stica: prova em fases, vaivém e TAPE.

Palavras-chave: Avaliação da aprendizagem; Análise da Produção Escrita em Matemática;

Ensino de Cálculo; Conceito de Limite.
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Capı́tulo 1

Introdução

O presente trabalho de conclusão de curso, que se configura em um texto em forma de mo-

nografia, tem como tema o Ensino de Cálculo Diferencial e Integral I. Na literatura de pesquisa,

pelo viés da Educação Matemática, este tema já possui ampla bibliografia. Assim, tivemos que

escolher um corte para estabelecer um foco em nossa pesquisa. O foco escolhido foi a avaliação

da aprendizagem e, dentro desta subárea de pesquisa, nos pautamos na Análise da Produção

Escrita e nos conceitos de matemática escolar e matemática acadêmica como um dos cami-

nhos para buscar compreensões sore o ensino e aprendizagem de Cálculo em um momento de

transição da Educação Básica para o Ensino Superior.

Mais especificamente, lançamos nosso olhar para as produções escritas de um grupo de es-

tudantes em um momento de avaliação e nos utilizamos da análise de conteúdo para investigar o

que as produções escritas, deste grupo referido, poderiam nos revelar para além de uma correção

tradicional.

A disciplina de Cálculo Diferencial e Integral I tem um grande impacto na vida acadêmica

da maioria dos estudantes, em cursos da área de Ciências Exatas e em outros que tenham esta

disciplina em sua grade curricular, do Ensino Superior. Este impacto, à primeira vista, aparece

associado ao alto ı́ndice de reprovação que ocorre, tradicionalmente, nesta disciplina, e à alta

desistência dos estudantes nestes cursos.

A maioria das graduações em Engenharia, Fı́sica, Matemática e Quı́mica, por exemplo, tra-

zem o Cálculo Diferencial e Integral I como sendo uma disciplina de primeiro ano, em sua grade

curricular. Neste sentido, temos como hipótese que o alto ı́ndice de reprovação e a desistência

sejam devidos ao fato de que esta disciplina, em geral, se caracterize como o primeiro contato

do estudante com a matemática acadêmica. Outra hipótese que nos serve de motivadora de



nossos estudos e pesquisas sobre o Ensino de Cálculo e que se sustenta em nossa experiência

acadêmica é que este impacto seja também devido à forma com que esta matemática “nova” é

abordada, ou seja, à metodologia de ensino utilizada pelo professor.

Em nossa pesquisa, não trataremos a matemática como “básica” e/ou “avançada” para re-

presentar a matemática que se estuda na escola e aquela que se estuda no ensino superior, pois

ambas as ideias vão além de termos, empregam significados e saberes, nesse sentido, utilizare-

mos matemática escolar e matemática acadêmica.

Matemática escolar, vista como um conjunto de práticas e sa-
beres associados ao desenvolvimento do processo de educação es-
colar em matemática (que não se restringem ao que se ensina aos
alunos na escola, porque inclui também, por exemplo, os sabe-
res profissionais vinculados ao trabalho docente nesse processo);
Matemática acadêmica, vista como um conjunto de práticas e sa-
beres associados à constituição de um corpo cientı́fico de conhe-
cimentos, conforme produzido pelos matemáticos profissionais
e reconhecido socialmente como tal (DAVID; MOREIRA; TO-
MAZ, 2013, p.45).

A matemática escolar deveria preparar o aluno para diferentes realidades envolvendo a Ma-

temática, inclusive para aquela na qual ele ingressa ao adentrar em um curso de graduação, cujo

corpo cientı́fico está totalmente apoiado e voltado para a matemática acadêmica. Entretanto, o

que ele se depara é com um “abismo” entre essas duas realidades, e que se apresenta abrup-

tamente ao estudante, logo no inı́cio de sua trajetória acadêmica. Muito frequentemente, é na

disciplina de Cálculo Diferencial e Integral I que o tal “abismo” se torna visı́vel ao estudante e

professor.

Novos conceitos e uma nova linguagem lhes são apresentados, compondo um novo cenário,

bastante diferente daquele no qual o estudante viveu tanto anos de sua trajetória escolar na

Educação Básica. Porém, este novo cenário, diverso e mais complexo que o anterior, e quando

não até contraditório, leva o mesmo nome do cenário vivido na Educação Básica, Matemática.

Ao se deparar com tamanha divergência, mas, ao mesmo tempo, similaridades pontuais, o estu-

dante se vê em situações contraditórias, ao mesmo tempo que identifica similaridades, percebe

discrepâncias, ora busca estabelecer uma ponte, uma amálgama entre os dois conhecimentos,

ora se vê obrigado a abandonar o que já fora aprendido e iniciar do zero, sem mesmo conse-
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guir utilizar o que foi estudado anteriormente, ficando com a ideia de que tudo que conheceu e

aprendeu não será utilizado novamente.

Os pesquisadores Pereira, Mondini e Mocrosky (2019) apontam que,de fato, o Cálculo Di-

ferencial e Integral protagoniza os maiores ı́ndices de reprovações, gerando, por consequência a

evasão de cursos de graduação. Estas pesquisas corroboram as nossas observações e vivências

enquanto estudante e professora da disciplina nos cursos de Engenharia Civil, Agrı́cola, Ma-

temática e Administração. Estas vivências provocaram em nós algumas conjecturas e hipóteses,

a respeito do ensino de Cálculo que encontram respaldo em diversas pesquisas acadêmicas. A

dificuldade da inserção do estudante no mundo novo da matemática acadêmica e as sucessivas

reprovações, além de gerarem um acúmulo de carga horária difı́cil de ser administrada, acabam

sendo as razões principais a deixar esse estudante em um “limbo” de conteúdos abstratos e sem

significados o que, muitas vezes, implica na desistência do curso.

Lacaz, Carvalho e Fernandes (2007) realizaram uma pesquisa qualitativa com alunos da

disciplina de Cálculo Diferencial e Integral I dos cursos de engenharia da Faculdade de Enge-

nharia de Guaratinguetá (FEG/UNESP) no ano de 2006. Tinham como objetivo identificar as

principais dificuldades dos alunos, nessa disciplina, a fim elaborar estratégias para superá-las

ou minimizá-las. A partir das respostas ao questionário aplicado, os autores concluı́ram que

os alunos apresentavam conhecimento insuficiente da matemática básica, para que obtivessem

um bom desempenho em Cálculo, revelando dificuldades na transição do Ensino Médio para

o Ensino Superior. A análise dos resultados mostrou que, ao iniciarem o estudo do Cálculo,

os alunos ”[...] sentem um abismo entre o que foi aprendido no Ensino Básico e o que lhes

é requerido no Ensino Universitário, e revelam dificuldades no entendimento da linguagem do

professor”(LACAZ; CARVALHO; FERNANDES, 2007, p.9).

1.1 Justificativa

A turma de Cálculo Diferencial e Integral de 2015 do Curso de Engenharia Agrı́cola da

Universidade Estadual do Oeste do Paraná (Unioeste) campus Cascavel-PR apresenta ı́ndice de

50% de reprovação. Alguns podem achar normal metade da turma reprovar, outros podem dizer

que o conteúdo é abstrato. No entanto, o que de fato levou tantos estudantes a reprovarem nesta

disciplina? Realizamos uma análise de dados no ano de 2020, fornecido pela Unioeste, através
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do sistema de gestão acadêmica, o Academus, para verificar a situação da turma. Os dados

utilizados foram resultado da disciplina, quantidade de vezes que cada acadêmico desta turma

curso o Cálculo e situação da matrı́cula na disciplina e no curso (cancelado, cursando, formado,

trancado), na qual constatamos os ı́ndices apresentados na Figura 1.1 descritos logo em seguida.

Figura 1.1: Resultado da disciplina
Fonte: Elaborado pelo autor com dados do Academus

Inicialmente, esta disciplina tinha 52 matriculados, entretanto, como podemos observar na

Figura 1.1, 27% dos acadêmicos cancelaram a matrı́cula, ou seja, 14 cancelados, e 23% foram

aprovados, isto é, 12 acadêmicos. É notável que o número de aprovações é o menor dentre

os cancelados e reprovados, diante disso, realizamos outra busca de dados destes acadêmicos,

agora com o intuito de analisar como foi o trajeto desses estudantes na disciplina de Cálculo.

Podemos notar que dois acadêmicos cursaram dez vezes a disciplina, sendo que um deles

não conseguiu aprovação, e teve sua matrı́cula cancelada, bem como outro acadêmico que cur-

sou nove vezes! Ressaltamos também, que dos 52 acadêmicos, apenas 9 conseguiram aprovação

na primeira vez que cursaram a disciplina e 1 acadêmico que ainda está cursando fez a disci-

plina 4 vezes, ou seja, poderá se matricular pela quinta vez. Diante disso, o Cálculo Diferencial

e Integral I tem um grande impacto na vida acadêmica de um estudante de nı́vel superior por

conta se seu alto ı́ndice de reprovação, e um dos fatores que influenciam na defasagem é a ma-

neira que os conteúdos são abordados, ou seja, a metodologia utilizada para ensinar o Cálculo,

tendo em vista que são apresentados conceitos que talvez nunca tivessem sido vistos anterior-

mente pelo estudante, durante seu percurso pela Educação Básica, acrescidos ainda do rigor na
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Tabela 1.1: Dados da disciplina
Fonte: Elaborado pelo autor com dados do Academus

Quantidade
de vezes
cursadas

Quantidade
de
acadêmicos

Sem
aprovação

Sem
aprovação
e cursando

Formados Cancelados Cursando

1 18 3 0 9 9 0
2 8 4 0 0 6 2
3 5 1 0 1 1 3
4 3 1 1 0 0 3
5 3 2 0 1 2 0
6 2 1 0 0 1 1
7 1 1 0 0 1 0
9 1 0 0 1 0 0
10 2 1 0 1 1 0

linguagem matemática inerente à matemática acadêmica. Além disso, Rezende (2003), em sua

tese de doutorado, se propôs a provar que os problemas com a aprendizagem do Cálculo são de

natureza essencialmente epistemológica. Então,

[...] seria realmente o curso de Cálculo imprescindı́vel para
alguns destes cursos de ensino superior? E qual é a razão de tantas
reprovações? Onde reside a dificuldade? No processo de aprendi-
zagem? No aluno, isto é, na “falta de base” do aluno? Ou estaria
esta dificuldade no próprio professor, ou na metodologia de en-
sino, ou ainda, na estrutura curricular do ensino de matemática
que não dá o suporte que esta disciplina mereceria? (REZENDE,
2003, p.4)

A metodologia utilizada pelo professor faz parte do processo de ensino e aprendizagem,

além disso, neste processo a avaliação é fundamental na aprendizagem do estudante, quando

não está presa apenas a expressar juı́zo de valor, apenas para quantificar o conhecimento, apro-

var ou reprovar. O que de fato ocorre há muito tempo, segundo Buriasco (2000) a avaliação

educacional vem exercendo um papel de seleção, sobretudo no ensino de matemática e, normal-

mente, é com ela que o professor decide a trajetória escolar do aluno.

A avaliação, na maioria das vezes, não é utilizada para estimular o estudante na busca e

apropriação de novos conhecimentos, bem como para orientar e avaliar o progresso do aluno

(VIANNA, 1998). Para tanto, pesquisadores como Buriasco, Ferreira e Ciani (2009) e VIOLA

DOS SANTOS (2007), trazem a análise da produção escrita como uma forma de buscar co-

nhecer em detalhes a maneira com que os estudantes lidam com os enunciados das questões,
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como utilizam seus conhecimentos matemáticos prévios, ou seja, como utilizam sua matemática

escolar para resolver as questões, como associam suas maneiras peculiares de lidar com a ma-

temática acadêmica.

Neste sentido, esta pesquisa se faz diante da necessidade em buscar e compreender os moti-

vadores das dificuldades encontradas pelos estudantes no estudo do Cálculo.

1.2 Uma experiência

De certa forma, identifico-me1 com as palavras de Rezende (2003), pois cursei Cálculo duas

vezes, a primeira no curso de Licenciatura em Matemática, a segunda no curso de Engenharia

Civil, ambos da Unioeste. Pude vivenciar duas metodologias no ensino de cálculo, me sentia

na angústia de querer ir além das aplicações de técnicas para calcular limite, derivada e inte-

gral – para que serve tudo isso? Na segunda vez, no entanto, pude compreender os conceitos

abordados no Cálculo, a maneira com que todos os conteúdos foram trabalhados mudou minha

concepção acerca do que é o Cálculo Diferencial e Integral. Além disso, nesta segunda vez,

para a avaliação da aprendizagem foram utilizadas tarefas de análise da produção escrita, sendo

que cada aluno era considerado como único, as tarefas eram elaboradas de acordo com o que os

alunos mostravam saber nas resoluções das provas, a fim de intermediar direto nas dificuldades

dos estudantes. As diferenças entre os dois anos que cursei foram a metodologia utilizada para

ensinar Cálculo, o que eu trazia da matemática da Educação Básica e a forma de ser avaliado,

ou seja, os instrumentos de avaliação, apesar de ser prova escrita tı́nhamos um grande retorno

de nossas provas, não apenas uma nota, cada prova era olhada como única e um conjunto de

tarefa era elaborado para cada estudante, visando a compreensão dos conceitos.

Quando ingressei no curso de graduação, logo percebi que o que havia aprendido anteri-

ormente não estava em consonância com o que eu estava aprendendo no nı́vel superior, ou

seja, a matemática escolar não estava ligada com a matemática acadêmica. Na segunda vez,

já levava comigo conhecimentos adquiridos durante um ano em outras disciplinas do curso de

Matemática, que foram fundamentais para aprender, de fato, o Cálculo Diferencial e Integral.

No ano que cursei Cálculo pela segunda vez, estava participando do Projeto de Iniciação

1Neste momento, utilizaremos a primeira pessoa do singular para transcrever a trajetória do autor no Cálculo
Diferencial e Integral I.
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Cientifica (PIBIC), cujo projeto era sobre Avaliação da Aprendizagem e sua vertente Análise

da Produção Escrita, a qual, resumidamente, analisávamos produções escritas dos estudantes

na primeira prova de Cálculo. Com isso, surgiu a vontade de entender cada vez mais o que

ocasionava tantas reprovações no Cálculo Diferencial e Integral I. Pouco tempo depois, comecei

a participar de um Grupo de Pesquisa, que também pautava-se na Avaliação da Aprendizagem,

neste Grupo tivemos muitas discussões acerca do Ensino de Cálculo e Análise da Produção

Escrita, bem como a produção de trabalhos envolvendo tais assuntos. Por estes motivos, me

propus a dar continuidade a esta pesquisa, que iniciou com a Iniciação Cientı́fica e agora parte

para a pesquisa de Monografia, a qual esperamos compreender o impacto da matemática escolar

na matemática acadêmica no Cálculo Diferencial e Integral.

1.3 Objetivos

Esta análise visa ir além da identificação da forma correta ou errada, mas está atrelada à ideia

de avaliação como prática de investigação. Além disso, a observação de aspectos essenciais e

especı́ficos para cada situação, como os caminhos escolhidos pelos estudantes para a resolução,

quais os conhecimentos matemáticos foram utilizados e de que maneira utilizam as informações

contidas no enunciado, dentre outras. Esteban (2000, p.11) coloca que a avaliação, enquanto

prática de investigação

se configura pelo reconhecimento dos múltiplos saberes,
lógicas e valores que permeiam a tessitura do conhecimento.
Nesse sentido, a avaliação vai sendo constituı́da como um pro-
cesso que indaga os resultados apresentados, os trajetos percor-
ridos, os percursos previstos, as relações estabelecidas entre as
pessoas, saberes, informações, fatos, contexto.

O propósito é ampliar a compreensão da forma de pensar e de associar os conhecimentos de

cada estudante. Isso se mostra valioso para que o professor possa estabelecer diálogos legı́timos

em torno e sobre o conhecimento matemático e sua utilidade e aplicação.

1.3.1 Objetivo geral

Identificar a maneira que um grupo de estudantes integrantes da disciplina Cálculo Diferen-

cial e Integral I, em um curso de Engenharia, lidam com a matemática escolar na resolução de
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questões envolvendo o conceito de Limite

1.3.2 Objetivos especı́ficos

Os objetivos especı́ficos do trabalho foram:

• Descrever as produções escritas na resolução de questões envolvendo o conceito de limite;

• Analisar as descrições e identificar as estratégias utilizadas nas resoluções e agrupá-las a

fim de efetivar a análise destas produções, horizontalmente;

• Identificar as maneiras de lidar dos estudantes com a matemática escolar ao resolver uma

prova envolvendo o conceito de Limite;

• Identificar relações entre a matemática escolar identificada nas produções e a matemática

acadêmica;

• Identificar a maneira expressa nestas produções a respeito do conceito de aspectos do

conceito de Limite;

• Identificar o que os estudantes mostram saber de matemática;

• Elencar a maneira de lidar com a Matemática, emergente destas produções escritas.

1.4 Procedimentos metodológicos

O nicho de nossa pesquisa é a primeira prova escrita de Cálculo Diferencial e Integral

I dos estudantes do curso de Engenharia Agrı́cola da Unioeste no ano de 2015. Para com-

por a teoria utilizada na monografia realizamos uma busca nos periódicos da Coordenação de

Aperfeiçoamento de Pessoal de Nı́vel Superior (CAPES). No campo de pesquisa avançada cru-

zamos os termos “análise da produção escrita” e “cálculo” a fim de obter pesquisas que abordem

a Análise da Produção Escrita e o Cálculo Diferencial e Integral, com essa busca encontramos

sete trabalhos, dos quais apenas um não utilizamos, pois o assunto não se enquadrou com o que

estávamos buscando, então, estes trabalhos utilizamos para a revisão literária. Além disso, em

se tratando do Ensino de Cálculo, realizamos buscas complementares nos periódicos da CAPES
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a fim de obter trabalhos que abordem este assunto, ou seja, cruzamos “ensino de cálculo” com

“limite”, utilizamos também livros e artigos que não estavam listados nos periódicos da CAPES.

Os dados da disciplina de Cálculo apresentados na introdução foram obtidos através do Sis-

tema de Gestão Acadêmica da Unioeste, o Academus, os quais foram buscados, repassados2 e

autorizados pela Coordenação Acadêmica, setor responsável pelo registro e controle das ativi-

dades da administração acadêmica.

A pesquisa é qualitativa, de cunho interpretativo, à luz de orientações presentes na análise

de conteúdo Bardin (2016), conforme as diferentes fases de análise de conteúdo, organizadas

em três polos: pré-análise; a exploração do material; o tratamento dos resultados, a inferência e

a interpretação.

A pré-análise é a fase da organização, correspondendo, primordialmente, a um perı́odo de

intuições, cujo objetivo é sistematizar as ideias iniciais. Esta primeira fase pode possuir três

missões: a escolha dos documentos, a formulação de hipóteses e dos objetivos e a elaboração

de indicadores que fundamentam a interpretação final (BARDIN, 2016). Uma das atividades

que fazem parte desta primeira fase é a leitura flutuante, que

[...] consiste em estabelecer contato com os documentos a
analisar em conhecer o texto deixando-se invadir por impressões
e orientações. Esta fase é chamada de leitura “flutuante”, por ana-
logia com a atitude psicanalista. Pouco a pouco, a leitura vai
se tornando mais precisa, em função de hipóteses emergentes,
da projeção de teorias adaptadas sobre o material e da possı́vel
aplicação de técnicas utilizadas sobre materiais análogos (BAR-
DIN, 2016, p.126).

A exploração do material é a aplicação sistemática das tomadas de decisões, baseadas nas di-

ferentes operações da pré-análise. Essencialmente, esta fase define as operações de codificação,

decomposição ou enumeração, em função de regras formuladas previamente (BARDIN, 2016).

O tratamento dos resultados obtidos a interpretação, de acordo com Bardin (2016), é a

fase na qual os resultados são tratados de modo a serem significativos e válidos, permitindo

a elaboração de quadros de resultados, figuras e modelos, condensando as informações forneci-

das pela análise.

2A solicitaçao dos dados encontra-se no Apêndice B.
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O analista, tendo à sua disposição resultados significativos e
fiéis, pode então propor inferências e adiantar interpretações a
propósito dos objetivos previstos – ou que digam respeito a ou-
tras descobertas inesperadas (BARDIN, 2016, p.131).

Nesta pesquisa, a primeira leitura realizada foi a flutuante a fim sistematizar as ideias inici-

ais e os caminhos a serem tomados nas próximas leituras, ou seja, a pré-análise. Neste sentido,

foi estabelecido a leitura horizontal, “quando olhamos a primeira questão de todos os alunos,

depois a segunda e a terceira, analisando os pontos em comum e as regularidades presentes na

produção escrita desse grupo de alunos” (NAGY-SILVA, 2005, p.113). Considerando este olhar,

realizamos a leitura horizontal na qual foi possı́vel identificar as estratégias e procedimentos de

cada aluno em uma determinada questão, além de realizar inferências. Além da leitura horizon-

tal, nos pautamos na leitura vertical, “quando relacionamos a produção de cada um dos alunos

nas três questões de sua prova, considerando as caracterı́sticas, as dificuldades apresentadas”

(NAGY-SILVA, 2005, p.113). Em outras palavras, comparar a questão da análise inicial com

as outras questões da prova do aluno, procurando evidências de dificuldades comuns apresenta-

das. Trabalhamos concomitantemente com a leitura horizontal e vertical, em primeiro momento

realizando a análise de um item da prova, posteriormente agrupar e categorizar as produções a

partir da leitura vertical, procurando padrões nas maneiras de lidar dos estudantes com conceitos

matemáticos.

Foi considerado inicialmente um item de uma questão da primeira prova escrita dos es-

tudantes de Engenharia. A escolha deste item se deu a parti da leitura flutuante, observando a

questão que os alunos mais responderam. Fizemos uma resolução detalhada do item, apontando

cada estratégia e procedimento que poderia ser utilizado, do nosso ponto de vista, imaginando

a resolução de uma estudante.

Segundo Hadji (1994, p.47) “pode entender-se por estratégia a orientação geral das

operações e dos meios a utilizar”, e o procedimento “diz respeito ao processo de desenvol-

vimento da estratégia, o modo pelo qual se desenvolve a estratégia” (BURIASCO; FERREIRA;

CIANI, 2009, p.77). Por exemplo, um problema que pode ser resolvido utilizando uma equação

do segundo grau (estratégia), onde é necessário obter as raı́zes a partir da fórmula resolutiva de

equação do segundo grau (Bháskara) ou soma e produto (procedimento).

O coordenador do curso e a docente da disciplina autorizaram análise da produção escrita
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das provas. Para a pesquisa, não foram utilizadas as provas originais, estas foram escaneadas

e a fim de preservar a identidade, foram tampados os nomes das provas com uma fita de papel

branca e as provas foram identificadas como P1, P2, ..., totalizando 42 provas. Então iniciamos

a descrição de cada resolução. Na descrição nos pautamos em não expressar juı́zo de valor,

apenas nos preocupamos em identificar a maneira lógica da resolução. Além disso, realiza-

mos inferências, a fim de compreender cada resolução, a qual destacamos considerações que

foram feitas diante da produção escrita de cada estudante. Com isso, realizamos as análises das

produções escritas dos estudantes, e descrevendo cada uma delas compomos um quadro com

estas informações.

Em uma próxima etapa, agrupamos e categorizamos as descrições das resoluções dos es-

tudantes, bem como discutimos os resultados sobre o que os estudantes mostram saber deste

conteúdo, resgatando resoluções de outas questões da prova, não somente do item em análise,

visando compreender a maneira que lidam com conceitos matemáticos da matemática escolar e

da matemática acadêmica.
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Capı́tulo 2

Avaliação, Análise da Produção Escrita e
Ensino de Cálculo

A prova é um momento no qual o estudante pode expressar seu conhecimento acerca do as-

sunto a ser avaliado, a pressão, o tempo e a dificuldade são fatores que afetam seu desempenho,

deixando, muitas vezes, aquela impressão de “dar branco”. Na maioria das vezes, o estudante

é avaliado a partir daquilo que ele deixou de fazer em uma prova, cujo interesse principal é

a nota, ou seja, apenas algo quantificável. No entanto, o que o aluno mostra saber diante de

uma questão, através de sua resolução, e a maneira com que utiliza seus conhecimentos é mais

valioso do que a dicotomia certo/errado.

A maioria das escolas tem um sistema de avaliação visando o rendimento escolar3 , um

exemplo deste sistema é o IDEB que funciona como

[...] um indicador nacional que possibilita o monitoramento
da qualidade da Educação pela população por meio de dados con-
cretos, com o qual a sociedade pode se mobilizar em busca de
melhorias. Para tanto, o IDEB é calculado a partir de dois com-
ponentes: a taxa de rendimento escolar (aprovação) e as médias
de desempenho nos exames aplicados pelo Inep. Os ı́ndices de
aprovação são obtidos a partir do Censo Escolar, realizado anual-
mente (MINISTÉRIO DA EDUCAÇÃO, 2007).

Este ı́ndice varia de 0 a 10, o resultado do IDEB de 2019 do ensino médio, das escolas

públicas estaduais foi de 3,9, cuja meta era de 4,9 e para 2021 a meta é de 4,9 (IDEB, 2020).

Esta polı́tica se preocupa em atuar na defasagem através de melhorias no ensino, projetos

que estimulem a aprendizagem, no entanto, a real oportunidade de melhoria da aprendizagem
3Entendemos por rendimento escolar, segundo Buriasco (2000, p.157), como “avaliação do produto final, que,

de certa forma, evidencia um resultado sem muita chance de ser modificado”.



está ligada com a maneira que a Prova Brasil é utilizada, ou seja, o que o estudante responde

nesta prova pode ser subsı́dio da metodologia com que os assuntos são abordados em salas de

aula e como são avaliados. Luckesi (1996 apud BURIASCO, 2000, p.160) considera que

[...] a avaliação precisa ser vista como um dos fios conduto-
res da busca do conhecimento, de modo a dar pistas ao professor
sobre qual o caminho já percorrido, onde o aluno se encontra,
que práticas ou decisões devem ser revistas ou mantidas para que
juntos, possam chegar à construção do resultado satisfatório.

Esta não é a realidade da maioria das escolas, onde a avaliação é utilizada apenas como um

conjunto de provas, no qual, ao final do perı́odo letivo é realizado a média aritmética entre elas e

distingue os alunos entre aprovados e reprovados, aqueles que vão ter que estudar tudo de novo

e da mesma maneira, não garantindo que o estudante realmente irá aprender. Esteban (2000,

p.1) coloca que as escolas “continuam profundamente marcadas pela ótica da homogeneidade,

fazendo coincidir avaliar e julgar”, focando em estabelecer parâmetros que permitem avaliar a

qualidade da dinâmica pedagógicas, a partir da hierarquização dos estudantes pela sua nota.

Buriasco (2000) coloca que a avaliação educacional vem exercendo um papel de seleção,

sobretudo no ensino da Matemática. A autora diz ainda que a avaliação

[...] tem servido para selecionar, classificar, rotular, controlar
e, através dela, o professor decide, muitas vezes, a trajetória esco-
lar do aluno. Na maioria das vezes, os alunos são estimulados a se
dedicarem a uma memorização desarticulada e que, por sua falta
de sentido, tende a desaparecer logo após as sessões de avaliação
do rendimento escolar (BURIASCO, 2000, p.157-158).

Percebe-se que o problema mencionado acima persiste até os dias atuais, ou seja, a avaliação

sendo utilizada apenas como uma etapa final do ensino, e seus instrumentos não sendo utilizados

como incentivos que permeiam pelo processo da aprendizagem. Segundo Buriasco (2000) para

avaliar é necessário ter explı́cito os objetivos que deseja alcançar, estabelecer os instrumentos e

quais os caminhos para utilizá-los, desta forma, a avaliação visa construir resultados que estão

previamente definidos.

No Brasil,Vianna (1998) é um dos pioneiros a abordar aspectos da avaliação escolar. O autor

defende a ideia de que instrumentos de medida, bem elaborados, podem estimular o estudante
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na busca da aprendizagem e na apropriação de novos conhecimentos, sendo um desafio ao seu

interesse e à sua curiosidade intelectual. Além de orientar e avaliar o progresso do estudante.

Alega que não se pode apontar um formato de avaliação como problema, e que se pode perceber

que a forma de se avaliar o aprendizado não está sendo atualizada na mesma velocidade em que

a sociedade se modifica.

O GEPEMA4 “tem buscado reconhecer as potencialidades de diferentes modelos de prova

escrita na perspectiva da avaliação como prática de investigação e oportunidade de aprendi-

zagem” (MENDES; BURIASCO, 2018, p.653), diante isso, a avaliação é posta como parte

integrante os processos de ensino e aprendizagem de forma sistemática, contı́nua, gerando

informações das quais o professor pode reorientar sua prática e para o estudante regular sua

aprendizagem (MENDES; BURIASCO, 2018). Portanto, consideramos a avaliação como

prática e investigação, que deve ser exercida ao longo de toda ação de formação, não apenas

identificar se os estudantes adquiriram conhecimentos propostos nas aulas, ou seja, a avaliação

deve orientar, aperfeiçoar a ação tanto do estudante quanto do professor (TREVISAN; BURI-

ASCO, 2016).

Neste sentido, para Viola dos Santos (2007) a análise da produção escrita é uma das formas

de buscar conhecer em detalhes a maneira com que os estudantes lidam com problemas ma-

temáticos, as dificuldades encontradas, levando em consideração maneiras de lidar do aluno, di-

ferentes da correta, e esta forma está atrelada a ideia de avaliação como prática de investigação.

Nos trabalhos de Nagy-Silva (2005); Perego (2005); Perego (2006); Negrão de Lima (2006);

Alves (2006) (apud VIOLA DOS SANTOS, 2007, p.21) a produção escrita é entendida como

possibilidade de conhecer quais conteúdos os estudantes demonstram ter, seus “erros” e dificul-

dades, bem como compreender como utilizam seus conhecimentos matemáticos escolares.

Buriasco, Ferreira e Ciani (2009) centralizam suas análises na observação de aspectos essen-

ciais e especı́ficos para cada situação, como por exemplo: os caminhos escolhidos pelos estu-

dantes para a resolução, quais os conhecimentos matemáticos foram utilizados, erros e qual sua

possı́vel natureza, utilização de informação contidas no enunciado, entre outras. Segundo Bo-

rasi (1987) a avaliação é uma oportunidade de explorar o desenvolvimento da matemática no co-

nhecimento do estudante, e seus erros utilizados como investigação, diagnóstico e remediação.

4Grupo de Estudos e Pesquisa em Educação Matemática e Avaliação. (http://www.uel.br/grupo-
estudo/gepema/)

14



Dessa forma o professor dará mais atenção a cada passo utilizado na resolução do problema

proposto.

Nagy-Silva e Buriasco (2005) defendem que a análise da produção escrita não só serve

para avaliar o processo ensino e aprendizagem, mas também para estimular a postura crı́tica

dos alunos diante de suas estratégias de resolução, o que contribuirá no desenvolvimento do

raciocı́nio, de uma postura investigativa diante dos mais diversos problemas, e desprendimento

das “palavras-chave” de enunciados. Pode-se dizer que a análise da produção escrita está cen-

trada na análise de conteúdo de Bardin (2016). Segundo o autor, a análise de conteúdo é

[...] um conjunto de técnicas que permitem a exploração e
análise das informações de uma pesquisa. É por meio da Análise
de Conteúdo que é possı́vel retirar informações contidas num
texto, interpretá-las podendo assim relacioná-las ao contexto em
que se deu determinada produção. Esta forma de análise leva
o pesquisador, depois de muito estudo, a criar categorias, agru-
pando unidades de análise semelhantes, fazendo inferências sem-
pre que necessário e possı́vel (BARDIN, 2004 apud SILVA; PAS-
SOS; SAVIOLI, 2015, p.109)

Atualmente pode-se perceber que não se deve criminalizar um “erro”, mas tratá-lo como

um obstáculo no processo de construção do conhecimento, pois não existe um único caminho

para se chegar ao objetivo final, tem o caminho curto e fácil e o caminho mais longo e cheio de

dificuldades, o educador deve perceber qual caminho cada aluno está seguindo para que possa

orientá-los de forma correta. Entretanto, segundo Garnica (2006) a maneira mais usual utilizada

pelo professor em sala de aula é a “leitura pela falta”, ou seja,

[...] o professor detectará o que falta ao aluno: falta aprender
conteúdos anteriores, falta a ele exercitar-se mais, faltam a ele
certos conceitos, falta aprender a operacionalizar certos conceitos
ou encaminhar melhor certas operacionalizações, falta a ele ler
mais cuidadosamente o problema, falta um lar estruturado etc.
etc etc (GARNICA, 2006, p.4).

É neste sentido que Viola dos Santos (2007) emprega o termo maneiras de lidar, apresen-

tando

[...] uma mudança no foco dessa discussão, substituindo
“erro”, que em muitos casos acreditamos estar ainda caracteri-
zando os alunos pela falta, por maneiras de lidar, expressão que
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considerarmos mais adequada para os processos de resolução de
uma questão, com a qual acreditamos estar caracterizando os alu-
nos pelo que eles já têm num determinado momento (VIOLA
DOS SANTOS, 2007, p.23).

Então, é necessário um olhar mais abrangente em cada modo de lidar, suas particularidades

e o que o estudante demonstra saber, como utiliza conhecimentos anteriores, sem caracterizá-los

pela falta, ou seja, pelo “erro” cometido, mas sim pelas maneiras de lidar (VIOLA DOS SAN-

TOS, 2007). Portanto, é imprescindı́vel que o professor tenha um olhar de estratégia didática

para as maneiras de lidar e como uma forma de raciocı́nio dos estudantes, ou seja, um ponto

de vista didático e psicológico do que eles expressam saber em uma avaliação, independente do

instrumento utilizado (SPINILLO et al., 2016).

A avaliação como prática de investigação, como mencionado anteriormente, deve permear

no processo de ensino e aprendizagem, o que implica na avaliação e na metodologia estarem

relacionadas harmonicamente. Em se tratando da matemática acadêmica, sobretudo no Cálculo

Diferencial e Integral,

[...] o professor precisa ter bastante clareza sobre as carac-
terı́sticas do conhecimento desejado, de quais diferentes relações
podem ser estabelecidas, a fim de possibilitar articulações, mais
ou menos estáveis, até por aproximações sucessivas possibilitar a
construção de significados importantes (BARUFI, 1999, p.38).

Trevisan e Mendes (2017) se depararam com a expressão “não faz sentido algum...”, ao

observar comentários feitos por um de seus alunos em redes sociais. Dando indı́cios que a

maneira com que os Cálculo é algo totalmente abstrato para os alunos. Tendo em vista o ı́ndice

de reprovações do Cálculo e a expressão, a maneira com que conceitos do Cálculo Diferencial e

Integral são abordados pelo modelo cauchyano, sem possibilidade de alteração desta sequência

de conteúdos,

[...] iniciamos o estudo do Cálculo pela noção de limite de
uma função e, em seguida, destacamos que: a continuidade de-
pende de um limite (existir e ser igual ao valor da imagem da
função no ponto); a derivada é um limite (o quociente incremen-
tal; a integral é um limite (das somas de Riemann) (REIS, 2001
apud TREVISAN; MENDES, 2017, p.354).
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Diversas pesquisas, a tempo, buscam por novas sequências de conceitos e modificar com-

pletamente estruturas curriculares do Cálculo. Por exemplo,

o polêmico livro Calculus Made Easy, publicado original-
mente em 1910 com o pseudônimo F.R.S – Fellow of the Royal
Society (reeditado em 1998 e assinado por Silvanus Philips
Thompson e Martin Gardner (THOMPSON; GARDNER, 1998)),
serviu-nos de base para pensar os conceitos fundamentais do
Cálculo de forma intuitiva, com pouco formalismo e valorização
de aplicações. O que mais “nos salta aos olhos” ao analisar essa
obra é que a noção de limite sequer é apresentada no livro; em
seu lugar, o autor trabalha com infinitesimais. A obtenção das de-
rivadas de funções elementares se realiza a partir da comparação
de acréscimos, e a integral é definida como extensão do processo
de somar uma vasta quantidade de valores infinitamente pequenos
(TREVISAN; MENDES, 2017, p.359).

Dado que o livro foi publicado em 1910, alternativas para se modificar a sequência didática,

o interesse na área não é respaldado apenas em problemas atuais. Baldino et al. (1995, p.42)

afirma que “o limite é ensinado como pré-requisito para introduzir o conceito de derivada, e isto

leva o aluno a ter de aplicar este conceito para resolver problemas que ele ainda não tem, isto

é, que para ele ainda não fazem sentido”, coloca ainda que para os alunos falta muito o modelo

intuitivo, do ponto de vista de produção de significados.

Estruturas curriculares diferentes do modelo cauchyano foram e estão sendo elaboradas por

muitos pesquisadores como, por exemplo, Trevisan e Mendes (2017). Estes pesquisadores bus-

cam investigar estruturas curriculares que permitam que conceitos, teoremas e propriedades

sejam desenvolvidos e refinados concomitantemente e se propõem a descrever e justificar estru-

turas não usuais, por meio da organização estrutural em formato de espiral. Esta organização

possibilita que o aluno seja capaz de aprender em qualquer momento do curso. junto a opção

metodológica de trabalho com episódios de resolução de tarefas. Também, Machado (2012

apud TREVISAN; MENDES, 2017), se baseia na teoria de aprendizagem em espiral de Jerome

S. Bruner, para o Cálculo.

De uma maneira geral, vamos propor que os Limites devem
ser “diluı́dos” durante o avanço do estudo das Derivadas e Inte-
grais partindo de noções mais intuitivas e chegando, ao fim da
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disciplina, à concepção aceita desde o século XIX pela comuni-
dade matemática. Assim, estaremos salientando que o entendi-
mento das Derivadas e Integrais deve ser o principal objetivo de
um curso de Cálculo A e que, por este motivo, é preciso priorizar
o tratamento destes conceitos desde o inı́cio do curso sem, com
isso, tirar a importância do entendimento dos resultados mais abs-
tratos desta teoria da Matemática (MACHADO, 2012 apud TRE-
VISAN; MENDES, 2017, p.360).

Estas pesquisas sobre o Ensino de Cálculo apresentam diferentes propostas para o seu ensino

e aprendizagem, mas todas possuem algo em comum, que consideramos de extrema importância

para sua aprendizagem, que é a ideia da exploração intuitiva e qualitativa dos conceitos, pers-

pectiva com a qual concordamos.

Hans Freudenthal, em seu livro Revisiting Mathematics de 1991 Education, faz uma crı́tica

à forma que a Matemática é abordada tradicionalmente, apontando que é ensinada como um

conteúdo já pronto e acabado. Algo terminado, cabendo aos alunos receber as regras, definições

e algoritmos, seguidos de exercı́cios especialmente escolhidos pelos professores para apli-

carem as mesmas regras, definições e algoritmos imediatamente apresentados, reproduzindo

resoluções semelhantes.

Esta visão crı́tica do autor se estende ao Cálculo Diferencial e Integral e, para esta disciplina

em particular, defende uma abordagem diferente da tradicional, segundo a qual a ordem tradi-

cional de apresentação deva ser invertida, não iniciando pela matemática formal, mas sim partir

das aplicações para a generalização.

Trata-se de uma abordagem (em princı́pio por representações
gráficas) inicialmente meramente qualitativa e posteriormente re-
finada quantitativamente (se possı́vel). Visa compreender e in-
terpretar tais ideias como a inclinação de um gráfico e áreas co-
bertas pelo segmento de ordenadas em movimento, talvez até
curvatura, em contextos em que o desenho da curva matema-
tiza uma dada situação ou ocorrência na realidade primordial -
dificilmente precisamos salientar as vastas oportunidades aqui
para reinvenção. Na nossa exposição, o Cálculo é melhor dis-
cutido juntamente com os algoritmos (FREUDENTHAL, 1991,
p.55 tradução nossa)

De fato, defende a ideia de exploração qualitativa do Cálculo Diferencial e Integral, não

descrimina os algoritmos, mas defende que estes sejam obtidos por meio da algoritmização,
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apontando que não foi desenvolvida o suficiente para permitir o ensino de Cálculo. O que

significa algoritmização no sentido de Freudenthal? Significa que o algoritmo não deve ser

apresentado de antemão e muito menos com a sua demonstração, mas sim por meio de casos es-

pecı́ficos, pontuais. Nesta linha, o estudante é chamado a resolver questões que vão adquirindo

complexidade e generalidade, até alcançarem a generalidade de um algoritmo ou teorema.

Nesta perspectiva, trazer à tona a maneira que o estudante lida com seus conhecimentos,

além da verificação do certo e do errado, pode fornecer elementos úteis ao professor para apro-

fundar ou redirecionar uma aprendizagem.
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Capı́tulo 3

Análise e discussão

A Análise da Produção Escrita nos permite investigar minuciosamente o que ocorreu na

resolução de questões, levando em consideração a maneira que o estudante lida com situações

matemáticas, nas quais é necessário entrelaçar conhecimentos matemáticos. Com isso, busca-

mos uma compreensão para além do resultado certo ou errado, mas o raciocı́nio subjacente, o

que de fato foi utilizado como condutor do raciocı́nio, quais conhecimentos embasaram a teia

tecida pelo estudante em sua resolução.

Nesta pesquisa, o entrelaço que buscamos é a atuação da matemática escolar na matemática

acadêmica, ou seja, o impacto que os saberes associados ao processo de educação escolar têm

sobre os saberes que constituem um corpo cientı́fico de conhecimentos (DAVID; MOREIRA;

TOMAZ, 2013).

O item principal de nossa análise trata especificamente da aplicação do limite em um valor

dado. A seguir apresentamos o enunciado do primeiro item, seguido de uma resolução possı́vel

e correta, que serviu de parâmetro para descrever e ser utilizada como referência ao interpretar

a produção escrita dos estudantes, visando a não repetição de argumentos.

Calcule o limite

a) lim
x→16

x− 16√
x− 4

Resolução:5 Primeiramente, espera-se que o estudante chegue à conclusão que não é válida

a estratégia de substituir o valor de x por 16, fazendo uso da propriedade que garante que

lim
x→a

f(x) = f(a) se f for contı́nua em a, uma vez que x−16√
x−4 é descontinua em x = 16 e se f for

5Para justificar esta resolução, nos pautamos em propriedades e conceitos do Cálculo que podem ser encontra-
das em Stewart (2016).



aplicada em x = 16 se obtem uma indeterminação. No entanto, a função que se deseja calcular

o limite em x = 16 possui uma descontinuidade removı́vel. Assim, é possı́vel, algebricamente,

transformar f(x) em uma função que diferente em apenas um ponto. Então, multiplicando

numerador e denominador pelo conjugado do denominador, temos

lim
x→16

x− 16√
x− 4

= lim
x→16

x− 16√
x− 4

·
√
x+ 4√
x+ 4

= lim
x→16

(x− 16)(
√
x+ 4)

(
√
x− 4)(

√
x+ 4)

.

Pela distributiva do denominador, segue que

lim
x→16

(x− 16)(
√
x+ 4)

(
√
x− 4)(

√
x+ 4)

= lim
x→16

(x− 16)(
√
x+ 4)√

x ·
√
x+
√
x · 4− 4 ·

√
x− 4 · 4

=

lim
x→16

(x− 16)(
√
x+ 4)

x− 16

Dividindo numerador e denominador por x− 16, obtemos

lim
x→16

√
x+ 4

Calculando o limite quando x→ 16, temos

lim
x→16

√
x+ 4 =

√
16 + 4 = 4 + 4 = 8

Portanto,

lim
x→16

x− 16√
x− 4

= 8.

Diante disso, sabemos que em primeiro momento há uma indeterminação, portanto, em

nossa análise, objetivamos identificar a maneira que os estudantes lidam com esta situação, ou

situações recorrentes de outras questões da prova, e a maneira que utilizam a matemática escolar

nas manipulações algébricas.

Com as produções escritas, realizamos a primeira descrição, seguida da interpretação com

inferências (Tabela 3.1)6.

Ressalta-se que na discussão utilizamos outras questões da prova, que poderão ser verifica-

das no Apêndice A.

6Esta tabela está em formato de quadro, pois foi necessário realizar adequações nos códigos do editor LaTeX
para comportar o Quadro de Análise.
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Tabela 3.1: Quadro de Análise

Prova Descrição Objetiva Interpretação e Inferências
P1 Substitui o valor para o qual a variável

tende, 16, na expressão algébrica da
função, obtendo uma fração com nu-
merador e denominador igual a zero.
Apresenta a conclusão de que o limite
não existe.

A estratégia utilizada foi aplicar o valor
para o qual a variável, no caso x, tende,
neste caso, tende a 16. A indeterminação
obtida a partir da substituição direta 0/0
funciona como um indicador da não
existência do limite

P2 Aplica x = 16 na função, obtendo uma
fração com numerador e denominador
como diferenças numéricas que resul-
tam em 16−16√

16−4 = 0. Apresenta o resul-
tado do limite igual a 0.

A estratégia utilizada foi aplicar o valor
para o qual a variável, no caso x, tende,
neste caso, tende a 16. O resultado desta
substituição parece resultar em 0/0. No
entanto, esta fração é igualada a 0, que é
o resultado do item.

P3 Desenvolveu conforme a nossa
resolução.

Consideramos que a estratégia foi de mul-
tiplicar pelo conjugado do denominador.

P4 Aplica o ponto x = 16 na função, ob-

tendo lim
x→16

0

4− 4
=

0

0
. Conclui que o

limite não existe.

Nota-se que o estudante utilizou a es-
tratégia de aplicar diretamente o va-
lor na função. Também, ao encon-
trar a indeterminação do tipo 0/0, con-
clui que não existe o limite, tendo de
maneira equivocada o conhecimento de
indeterminação e existência do limite.
Além disso, a partir do momento que se
aplica o valor na função, não se pode uti-
lizar o ”lim”.

P5 Multiplica apenas o denominador pelo
conjugado do denominador da lei de

formação obtendo lim
x→16

x− 16√
x− 4

=

lim
x→16

x− 16

(
√
x− 4)(

√
x+ 4)

=

lim
x→16

x− 16

2
√

x2 − 4
√
x

, neste mo-

mento risca 16 do numerador,
resutando em lim

x→16

x

2
√

x2 − 4
√
x

=

lim
x→16

x

2x− 4
√
x

= lim
x→16

x − 4
√
x

concluindo que lim
x→16

= −4

O estudante demonstra compreender que
a estratégia de aplicar o valor na função
para este caso não funciona, entretanto,
a estratégia de multiplicar o denomina-
dor pelo próprio conjugado não mantém
a equivalência da fração, tornando a es-
tratégia equivocada. Além disso, utiliza
o limite de forma equivocada, uma vez
que limite é calculado sobre uma função,
neste caso.

P6 Substitui x−16 do numerador por (x−
4)(x+4), ou seja, (x−4)(x+4)√

x−4 , risca x−4
e
√
x− 4, obtendo 16 + 4 = 20.

Nota-se que o estudante tentou fato-
rar o numerador e depois realizou uma
simplificação equivocada.

Continua na próxima página
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Tabela 3.1 – Continuação
Prova Descrição Objetiva Interpretação e Inferências
P7 Multiplica a função por

√
x+4√
x+4

, obtendo

lim
x→16

x
√
x+ 4x− 16

√
x− 64

x+ 4
√
x− 4

√
x− 16

=

lim
x→16

x
√
x+ 4x− 16

√
x− 64

X − 16
.

Porém, escreve

lim
x→16

x2 + 16x− 16x− 256

x
√
x+ 16

√
x− 4x− 16

=

lim
x→16

x2 − 256

x
√
x+ 16

√
x− 4x− 16

, com

isso substitui x por 16 e obtém 0 como
resultado.

Utiliza a estratégia de multiplicar nume-
rador e denominador pelo conjugado do
denominador. No entanto houve erro
de procedimento ao manipular algebrica-
mente o numerador, comparando x

√
x +

4x−16
√
x−64 com xx+16x−16x−256,

entende-se que houve a tentativa de elevar
ao quadrado para retirar as raı́zes.

P8 Aplica x = 16 em x−16√
x−5 , obtendo

16−16√
16−4 = 4− 4 = 0.

O estudante utilizou como estratégia apli-
car o x = 16 na função. Encontrando 0
como resultado, podemos observar que há
um equı́voco ao obter 0 em uma divisão
cujo dividendo seja 0.

P9 Escreve {x ∈ R|x 6 16} e calcula o li-
mite aplicando x = 15 na função, ou
seja 15−16√

15−4 = −1
11

= 11, faz o mesmo
com x = 17 e obtém 13.

Acredita-se que o estudante tenha tentado
resolver este limite através de testes pelos
limites laterais, entretanto não conclui o
real valor do limite.

P10 Escreve lim
x→16

2 =
x2 + (−16)2

(
√
x)2 + (−4)2

⇒

lim
x→16

2 =
x2 + 256

x+ 16
= x+16, com isso

põe uma flecha apontando para lim
x→16

=
√
x+ 16 =

√
x+ 4, substitui x por 16

e obtém 8 como resultado.

Nota-se que o estudante possa ter pen-
sado em elevar ao quadrado o numerado
e o denominador equivocadamente. Além
disso, utiliza a raiz quadrada de forma in-
correta, matematicamente. Utiliza corre-
tamente o sinal de implicação.

P11 Escreve lim
x→16

x− 16√
x− 4

=
x− 16√
x− 4

=
√
x−
√
16

√
x−
√
4

=

√
x− 4√
x− 2

, obtendo −4−2 =

2.

A estratégia utilizada foi de colocar uma
raiz quadrada na variável que não tinha e
nos números. A eliminação dos termos√
x do numerador e denominador nos leva

interpretar que houve um ”corte”de
√
x,

inferimeos há tentativa de realizar uma
simplificação.

P12 Não apresentou produção escrita. Não há.
P13 Não apresentou produção escrita. Não há.

Continua na próxima página
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Tabela 3.1 – Continuação
Prova Descrição Objetiva Interpretação e Inferências
P14 Multiplica a função por

√
x+4√
x+4

, ob-

tendo lim
x→16

x
√
x+ 4x− 16

√
x− 64

X − 16
,

com isso
√
16 + 4 · 16 − 4

√
x − 64.

Registrando, 4 + 64 + 4− 64 = 4.

Nota-se que o estudante utilizou a es-
tratégia de multiplicar a função pela
fração cujos membros é o conjugado
de
√
x − 4, no entanto realizou uma

simplificação equivocada ao “cortar” x do
primeiro termo do numerador com x do
numerador e 16 do numerador com 16 de
denominador.

P15 Multiplica a função por
√
x−4√
x−4 , obtendo

lim
x→16

x
√
x+ 4x− 16

√
x− 64

X − 8
√
x+ 16

.

É possı́vel notar que o estudante tentou
obter uma nova função, acredita-se que
pensou em multiplicar numerador e de-
nominador pelo conjugado do denomi-
nador, entretanto, percebe-se que multi-
plicou pelo próprio denominador. Além
disso, tenta fatorar a expressão, mas de
maneira equivocada.

P16 Multiplica a função por
√
x+4√
x+4

, obtendo

lim
x→16

x
√
x+ 4x− 16

√
x− 64

X − 16
=

lim
x→16

16
√
16− 4 · (16)− 16

√
16− 16

(16)− 4
,

escreve então
lim
x→16

16 · 4 + 64− 16 · 4− 16

−64
=

lim
x→16

3

4
.

O estudante utilizou a estratégia de mul-
tiplicar o numerador e denominador pelo
conjugado do denominador, no entanto,
ao deixar o denominador igual a x−16 te-
ria resultado zero ao aplicar 16 na função.

P17 Escreve 20 − 16 = 4√
20−4 = 4√

16
=

4
4
= 1. Além disso, aplica x = 16, ou

seja 16−16√
16−4 = 0

4−4 = 0
0
.

Acredita-se que o estudante tenha calcu-
lado, de forma equivocada, o limite late-
ral pela direita utilizando 20. Possui difi-
culdade ao operar com raiz, uma vez que
realiza

√
20− 4 =

√
16.

P18 Escreve −4−16√
4−4 = −20

2−4 = −20
−2 = −10.

A variável da lei da função foi subs-
tituı́da por 4, adicionando um sinal ne-
gativo à frente da lei. Operou correta-
mente com os valores substituı́dos, ob-
tendo −10 como resultado do limite.

Parece que a estratégia utilizada foi subs-
tituir a variável da função pela raiz qua-
drada do número ao qual x tende, adi-
cionando um sinal negativo à frente da
fração. Opera corretamente com os va-
lores numéricos na fração.

P19 Multiplica numerador e denominador
da lei de formação por

√
x+4 e obtém

x
√
x−12√
x·
√
x

, riscou
√
x do numerador e de-

nominador e registra que 16−12√
16= 4

4
=1

.

Nota-se que utilizou como estratégia mul-
tiplicar numerador e denominador pelo
conjugado do denominador. No entanto,
realizou uma operação equivocada ao
simplificar

√
x em x

√
x−12√
x·
√
x

.
Continua na próxima página
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Tabela 3.1 – Continuação
Prova Descrição Objetiva Interpretação e Inferências
P20 Substitui x por 16, chegando a 0

0
, con-

cluindo que é indeterminado. Além

disso, escreve lim
x→16

(x− 16)2

(
√
x− 4)2

=

lim
x→16

(x+ 4)(x− 4)

x− 4
. Neste passo,

risca o ı́ndice da raiz no denominador e
a potência do denominador, bem como
risca x− 4 do numerador e denomina-
dor.

Pode-se perceber que o estudante com-
preende que o resultado imediato do li-
mite é uma indeterminação. Então, utiliza
a estratégia de elevar ambos os membros
da fração ao quadrado. Mas, é possı́vel
observar erros de procedimentos ao sim-
plificar o ı́ndice da raiz com a potência
do denominador, o que neste caso não é
possı́vel realizar.

P21 Desenvolveu conforme a nossa
resolução.

Não há.

P22 Escreve 16−16√
16−4 = 0√

12
. Aplica 16 na função. É possı́vel notar que

o estudante pode ter interpretado equivo-
cadamente o denominador da fração, ao
escrever

√
16− 4 pode ter entendido o

denominador como sendo
√
x− 4.

P23 Registra
lim
x→16

x− 16

lim
x→16

√
x− 4

e 16−16√
14−4 = 0

0
,

entõ escreve o sı́mbolo de ”não existe”.

Percebe-se que o estudante utilizou a pro-
priedade que o limite do quociente é o
quociente dos limites. Conclui que o li-
mite não existe a partir de 0

0
.

P24 Escreve lim
x→16

x− 16√
x− 4

·
√
x√
x

=

lim
x→16

√
x(x− 16)

x− 4
. Então, registra

lim
x→16

√
x(16− 16)

16− 4
=

4 · 0
12
− 0

12
,

concluindo que lim
x→16

x− 16√
x− 4

=
0

12
.

Nota-se que multiplicou numerador de
denominador por

√
x, mas ao multipli-

car
√
x − 4 por

√
x, percebe-se que uti-

lizou equivocadamente a propriedade de
distributividade, uma vez que ao multipli-
car −4 por

√
x obtém −4.

P25 Multiplica x−16√
x−4 por

√
x−4√
x−4 ob-

tendo lim
x→16

x− 16 ·
√
x− 4

√
x− 4

2 =

lim
x→16

x− 16 ·
√
x− 4√

x− 4
, então circula

lim
x→16

2
√
3

12
.

Percebe-se que entende o denominador
como

√
x− 4 e, por isso, ao multiplicar

ambos os membros da fração por
√
x− 4,

obtém denominador
√
x− 4

2.

P26 Desenvolveu conforme a nossa
resolução.

Não há.

Continua na próxima página
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Tabela 3.1 – Continuação
Prova Descrição Objetiva Interpretação e Inferências
P27 Registra x−16

x2−4 e x−16
2x−4 , além disso, es-

creve x 6= 16.
Ao escrever x 6= 16, acredita-se que
o estudante reconhece que a função não
é contı́nua neste ponto, ou de que ao
aplicar este ponto irá chegar em uma
indeterminação. Além disso, aparente-
mente, para este estudante x2 = 2x.

P28 Calcula lim
x→16

x− 16√
x− 4

em x = 16,

obtendo 0 como resultado. Então,
volta ao limite inicial e multiplica
a função por

√
x+4√
x+4

, resultando

em x
√
x−4x−16

√
x−64

x−16 , encerrando a
resolução neste passo.

Percebe-se que esqueceu de utilizar a raiz
no denominador ao aplicar x = 16 na
função. Além disso, utiliza a estratégia
de multiplicar numerador e denominador
pelo conjugado do denominador, no en-
tanto não termina o procedimento.

P29 Escreve lim
x→16

16− 16√
16− 4

=
0

4− 4
=

0

0
= 0.

O estudante aplica 16 no limite, obtendo
0 a partir de 0

0
. Diante disso, percebe-se

que uma divisão por zero é possı́vel para
o estudante.

P30 Desenvolveu conforme a nossa
resolução.

Não há.

P31 Multiplica numerador e denominador
da lei de formação por

√
x+ 4 che-

gando em x−16·(
√
x+4)

√
x2+4x+16

2 , riscou o expo-
ente 2 com o ı́ndice da raiz e obteve
x−16·(

√
x+4)

x2−16 .

Nota-se que o estudante possa ter pensado
em multiplicar numerador e denominador
pelo conjugado do denominador. No en-
tanto, utilizou o numerador como sendo√
x− 4. Além disso, simplificou equi-

vocadamente o expoente 2 do x com o
ı́ndice da raiz.

P32 Multiplica a função por
√
x−4√
x−4 e iguala

a x+64
x+16

, então aplica x = 16 e obtém 80
32

concluindo que 5
2
= 2, 5.

Nota-se que o estudante teve a intensão de
obter uma nova função que seja contı́nua
em 16, multiplicando numerador e deno-
minador por

√
x − 4. Além disso, houve

erro de procedimento o realizar a distri-
butiva em (x − 16)(

√
x − 4), tendo em

vista que obteve x + 64 e o correto é
x
√
x− 4c− 16

√
x+ 64.

Continua na próxima página
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Tabela 3.1 – Continuação
Prova Descrição Objetiva Interpretação e Inferências
P33 Multiplica a lei de formação por√

x+4√
x+4

, riscando
√
x + 4 do nu-

merador e
√
x − 4 do denomina-

dor, obtendo lim
x→16

x− 16√
x+ 4

igualando

a lim
x→16

√
16 + 4

= lim
x→16 4 + 4

=

lim
x→16 8

. Não apresentou valor para o
numerador.

Nota-se que utilizou como estratégia mul-
tiplicar numerador e denominador pelo
conjugado do denominador. No entanto,
houve erro de procedimento ao simplifi-
car
√
x+ 4 com

√
x− 4.

P34 Multiplica a função por
√
x−4√
x−4 obtendo

x
√
x+64

x−16 , riscou x do numerador e deno-
minador chegando em

√
x+64
16

=
√
x +

4, neste momento aplica x = 16 e
obtém 8 como resultado. Em outro lo-
cal de sua prova multiplica a função
por

√
x+4√
x+4

chegando em
√
x − 4 = 0,

escrevendo que o limite não existe.

Percebe-se que utilizou duas estratégias
para resolver. A primeira foi multiplicar
numerador e denominador por

√
x − 4

e a segunda foi multiplicar por
√
x + 4.

Na primeira estratégia os erros de proce-
dimentos foram de realizar equivocada-
mente a distributividade de

√
x − 4 com

x − 16 e simplificar x de x
√
x com x

do denominador. E na segunda estratégia,
também, foi realizada equivocadamente a
distributividade.

P35 Aplica x = 16 na lei de formação

da função e obtém lim
x→16

4− 16√
4− 4

=

−12
−2

= 6.

Não há.

P36 Desenvolveu conforme a nossa
resolução.

Não há.

P37 Registra lim
x→16

√
x− 16√√
x− 4

=

√
x− 16

x− 4
=

√
0

12
.

Inicialmente, acredita-se que interpre-
tou de modo equivocado o denominador
ao utilizá-lo como sendo

√
x− 4, além

disso, extrai a raiz de ambos os membros
da fração, simplificando o ı́ndice das duas
raı́zes do denominador, o que é equivo-
cado.

P38 Aplica x = 16 na função e obtém
16−16√
16−4 = 0

0
.

Percebe-se que o estudante chegou na
indeterminação do tipo 0

0
, entretanto não

apresenta estratégia para resolvê-la.
Continua na próxima página
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Tabela 3.1 – Continuação
Prova Descrição Objetiva Interpretação e Inferências
P39 Calcula o limite quando x

tende a 16 pela direita, obtendo

lim
x→16+

x− 16√
x− 4

= +∞ e pela es-

querda registra lim
x→16−

x− 16√
x− 4

= −∞.

Conclui que o limite não existe.

Percebe-se que pode ter se baseado no
teorema que garante que lim

x→a
f(x) existe

se os limites laterais existirem e forem
iguais. No entanto, obteve os limites late-
rais de maneira equivocada. Mostra saber
sobre a existência de limite.

P40 Multiplica a função por
√
x+4√
x+4

resul-

tando em lim
x→16

−16x
√
x+ 4x− 64

x− 16
,

encerrando neste passo.

Utiliza a estratégia de multiplicar nu-
merador e denominador pelo conjugado
do denominador. Realiza as distributi-
vidades, mas não continua a resolução.
Acredita-se que não deu continuidade por
não conseguir simplificar a expressão.

P41 Desenvolveu conforme a nossa
resolução.

Não há.

P42 Aplica x = 16 na lei de formação ob-

tendo lim
x→16

16− 16√
16− 4

=
0

0
= 0, con-

cluindo que o limite não existe.

Nota-se que o conceito de existência de li-
mite está sendo utilizado de maneira equi-
vocada. Além disso, percebe-se que para
o estudante é possı́vel realizar uma di-
visão por zero, talvez isso tenha ocor-
rido por ter como base que dividir zero
por qualquer valor, o resultado é zero,
mas neste caso, é necessário exclui o zero
como um divisor.

Analisando a Tabela 3.1 e a fim de organizar as provas por grupos, os seguintes agrupamen-

tos foram identificados.

• Estratégias Corretas e Procedimentos Corretos;

• Não calcula o limite da função na forma algébrica;

• Estratégia: calcular o limite da função em x=16 e Procedimento: concluir que o limite

não existe a partir de 0
0
;

• Utilização dos limites laterais para calcular o limite de uma função na forma algébrica;

• Divisão de 0 por x obtém resultado x;

• Compreendem conceitos do Cálculo e demonstram um obstáculo na matemática escolar.
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Além disso, houve a formação de categorias:

• Obstáculo na Matemática Escolar;

• Problemas conceituais: existência e limites laterais;

• Totalmente correto.

Observando a Tabela 3.1 acima, é possı́vel notar que as resoluções das provas P3, P21,

P26, P30, P36 e P41 utilizaram a estratégia de multiplicar a fração algébrica pelo conjugado

do denominador desta mesma fração, a fim de obter uma nova função que seja contı́nua em

x = 16. Além disso, os procedimentos seguem os critérios e propriedades matemáticas que

levam ao resultado correto do cálculo deste limite. Portanto, essas resoluções foram agrupadas

por: estratégia correta e procedimentos corretos e categorizadas por: totalmente correto.

Nas provas P12 e P13, os exercı́cios que tratam do cálculo de limite de uma função estão

sem resolução. No entanto, na P12 foi possı́vel identificar que o estudante sabe encontrar o

limite de uma função através de seu gráfico, conforme a Figura 3.1.

Figura 3.1: Produção escrita P12
Fonte: Acervo do autor

Notemos que nestes casos, os estudantes compreendem o limite de uma função em deter-

minado ponto quando esta função está em sua forma gráfica, mas no que diz respeito a forma

algébrica não há registros de tentativas de resoluções. Portanto, estas provas foram agrupadas
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por: não calcula o limite de uma função na forma algébrica e categorizadas por: obstáculo na

Matemática Escolar.

Nas resoluções das provas P1, P4, P23, P29 e P42, os estudantes calculam o limite em

x = 16 e, diante das manipulações algébricas, obtém 0
0
, concluindo que o limite não existe.

Uma vez que o estudante conclui que o limite não existe a partir de 0
0
, podemos dizer que há

um conflito entre o que ele entende por indeterminação e o que ele entende por existência de

limites. Estes discentes podem ter relacionado a não existência do limite às propriedades de

divisibilidade dos números reais, na escola normalmente apenas se fala que “não existe divisão

por zero”, portanto, para estes estudantes a indeterminação garante a inexistência do limite. Em

outros exercı́cios da P3, identificamos que o estudante conclui que o limite não existe ao chegar

em 0
0
, conforme mostram as Figuras 3.2 e 3.3.

Figura 3.2: Produção escrita P3-c
Fonte: Acervo do autor
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Figura 3.3: Produção escrita P3-e
Fonte: Acervo do autor

Foi identificado também, na P4, casos em que o estudante mostra saber que 0
0

garante a

inexistência do limite, conforme as Figuras 3.4, 3.5 e 3.6.

Figura 3.4: Produção escrita P4-c
Fonte: Acervo do autor

Figura 3.5: Produção escrita P4-d
Fonte: Acervo do autor
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Figura 3.6: Produção escrita P4-e
Fonte: Acervo do autor

Já na P23, no exercı́cio 4, onde o estudante deveria obter os limites através de representações

gráficas de duas funções, é possı́vel observar (Figura 3.7) que ao resolver o item “d” e “i”

registrou que o limite não existe, pois os limites laterais são diferentes, que, de fato, é um dos

critérios para a existência do limite de uma função em um determinado valor.

Figura 3.7: Produção escrita P23-gráfico
Fonte: Acervo do autor

Já no item “c” do exercı́cio 6, resolveu da seguinte maneira (Figura 3.8).
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Figura 3.8: Produção escrita P23
Fonte: Acervo do autor

Diante de uma indeterminação, este estudante conclui que o limite não existe e a partir dos

limites laterais, em outro caso, conclui que não existe. Com isso, é possı́vel inferir que grafi-

camente ele consegue identificar a existência do limite de uma função, mas algebricamente não

consegue. Logo, o discente lida com o conceito de existência de forma diferente em situações

diferentes, o que não é algo que impeça seu aprendizado, mas a forma com que as duas situações

não se entrelaçam para chegar a um mesmo fim dificultam a aprendizagem. Neste sentido, estas

resoluções foram agrupadas por: Estratégia: aplicar o ponto no limite e Procedimento: concluir

que o limite não existe a partir de 0
0

e categorizadas por: problemas conceituais: existência e

limites laterais.

As resoluções das provas P9 e P39 apresentam uma possı́vel tentativa de utilizar os limites

laterais para resolver, uma vez que para existir o limite de uma função valor x dado, os seus

limites laterais devem existir e serem iguais e a função deve ser contı́nua em x. Na P39, o

estudante calcula o limite através do gráfico da função (Figura 3.9).
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Figura 3.9: Produção escrita P39-gráfico
Fonte: Acervo do autor

Nota-se que conclui que o limite não existe, pois os limites laterais são diferentes. Nesta

mesma prova, o item “d” do exercı́cio 6, exige o cálculo do limite de uma função da forma

algébrica, o estudante registrou (Figura 3.10).

Figura 3.10: Produção escrita P39
Fonte: Acervo do autor
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Neste caso, calcula o limite utilizando aproximações do 4 pela direta, como nos dois casos

que calculou obteve resultado −1, então conclui que o limite da função quando v tende a 4 pela

direta é −1. Estas provas, foram agrupadas por: utilização dos limites laterais para calcular o

limite de uma função na forma algébrica e categorizadas por: problemas conceituais: existência

e limites laterais.

Na P2 e P8, a maneira com que os estudantes lindam com frações, cujo numerador ou

denominador é igual a zero, se sobressai no que diz respeito as propriedades algébricas dos

números reais.

Figura 3.11: Produção escrita P2
Fonte: Acervo do autor

Figura 3.12: Produção escrita P8
Fonte: Acervo do autor

Diante das dos registros apresentados nas Figuras 3.11 e 3.12, foi identificado que para estes

estudantes uma divisão cujo numerador é 0 e denominador é diferente de zero o resultado é o

próprio denominador, isto é, seja x pertencente aos reais, com x diferente de zero, temos que
0
x
= x. O que nos mostra que houve algum deslize durante a formação escolar do aluno, em se

tratando do conjunto dos números reais. Ressalta-se também, no segundo caso, a maneira com

que utiliza a igualdade junto ao conceito de limite, o estudante omite a função que se deseja
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calcular o limite. Estas duas produções escritas foram agrupadas por: divisão de 0 por x obtém

resultado x e categorizadas por: obstáculo na matemática escolar.

Nas produções escritas das provas P5, P6, P7, P10, P11, P14, P15, P16, P17, P18, P19,

P20, P22, P24, P25, P27, P28, P31, P32, P33, P34, P35, P37, P38 e P40 há diversas estratégias

para resolver os limites, além disso, nos procedimentos há formas equivocadas da utilização de

propriedades e conceitos matemáticos. De certa forma, estes estudantes compreendem que é

necessário manipular algebricamente a função para resolver o limite proposto. No que se refere

a matemática acadêmica e Escolar nas resoluções da Tabela 2, os estudantes mostram saber os

conceitos relacionados ao cálculo, mas, apresentam dificuldades na matemática trabalhada na

matemática escolar. Observemos a seguir produções extraı́das das provas mencionadas anteri-

ormente. Agora, é necessário verificar se o mesmo ocorre em outras questões. Por exemplo, na

P5 há os seguintes registros:

Figura 3.13: Produção escrita P5-a
Fonte: Acervo do autor

Conforme a Figura 3.13, o estudante utiliza a estratégia de multiplicar o denominador da

função por
√
x−4, ou seja, não mantém a equivalência da fração algébrica. A seguir, corta−16

do numerador e denominador de forma equivocada, o estudante deve pensar que a simplificação

válida para o inverso de um número, na multiplicação, vale também para o simétrico de um

número, na adição. Em outras palavras, se está somando e diminuindo “devo cortar”. Em outro

momento, realiza esse mesmo procedimento, conforme a Figura 3.14.
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Figura 3.14: Produção escrita P5-d
Fonte: Acervo do autor

Na P6, no item “c” do exercı́cio 6, a estratégia para resolvê-lo é extrair a raiz quadrada do

numerador da fração e a raiz cúbica do denominador, conforme a Figura 3.15 .

Figura 3.15: Produção escrita P6
Fonte: Acervo do autor

Neste caso, o estudante separa a raiz pela diferença dos radicandos, propriedade que só

pode ser utilizada na multiplicação e divisão. Além disso, conclui que uma divisão por zero tem

resultado zero.

A produção P14, trazida na Figura 3.16, mostra uma estratégia utilizada da multiplicação

pelo conjugado da diferença de
√
x+ 16− x para sair da descontinuidade e utilizou equivoca-

damente propriedades matemáticas como a distributividade de
√
x+ 16− x com

√
x+ 6 + x,

a potenciação ao efetuar a adição entre x e x2 e simplificar x3 do numerador com x3 do deno-

minador.
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Figura 3.16: Produção escrita P14
Fonte: Acervo do autor

Na P24 há o seguinte registro (Figura 3.17).

Figura 3.17: Produção escrita P24
Fonte: Acervo do autor

É utilizada uma estratégia correta para resolver o limite, mas da primeira para a segunda

igualdade a distributividade foi desenvolvida de forma equivocada, já na quarta igualdade o

estudante corta o 6 que está sendo adicionado no numerador com 6 do denominador, que está

sendo multiplicado.

Na produção escrita abaixo (Figura 3.18), podemos observar que o estudante utiliza os pro-

dutos notáveis como estratégia, mas fez −3− 1 = −2 ao invés de −4.
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Figura 3.18: Produção escrita P28
Fonte: Acervo do autor

Nos registros da P40 (Figura 3.19), é utilizada a estratégia de calcular o limite para x ten-

dendo a 1 pela direita utilizando x = 1, 5. Primeiramente, ao efetuar 2, 52 obtém 22, 5 e mantém

esse resultado, o aluno talvez não tenha percebido que este resultado não faz sentido ou que o

estudante aprendeu que em uma operação entre números decimais a vı́rgula sempre deve ficar

embaixo da vı́rgula, bem como a ideia trazida da escola de que tudo que for igual deve “cortar”

se mostra no corte de 22, 5 com 22, 5.

Figura 3.19: Produção escrita P40
Fonte: Acervo do autor

Diante das produções mostradas acima, nota-se que em muitos casos os estudantes utilizam
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estratégias corretas para resolver o limite, ou seja, compreendem que no ponto dado o limite é

indeterminado, portanto é necessário encontrar uma nova função que seja contı́nua neste ponto

para assim obter o limite ou concluir de que ele não existe, no entanto, os problemas obtidos

através de manipulações algébricas impedem que o aluno chegue ao resultado esperado. Como

a função é dada por uma fração algébrica, não poderiam realizar manipulações que não manti-

vessem a equivalência da fração, muitos alunos têm receio de trabalhar com frações, tal impasse

é trazido da Matemática Escolar, gerando um conflito na aprendizagem do aluno. Logo, as pro-

vas P5, P6, P7, P10, P11, P14, P15, P16, P17, P18, P19, P20, P22, P24, P25, P27, P28, P31,

P32, P33, P34, P35, P37, P38 e P40 serão agrupadas por: compreendem conceitos do Cálculo e

demonstram um obstáculo na Matemática Escolar e categorizadas por: obstáculo na matemática

escolar.

Com base na matemática escolar é possı́vel notar os conhecimentos inerentes a ela nas ma-

neiras de lidar dos estudantes. Nota-se que muitos dos estudantes mostram saber o conceito de

fração, primordial para o estudo de funções e limites. Além disso, quase todos os alunos conhe-

cem o princı́pio da função, que é relacionar dois elementos, aplicar um elemento do domı́nio

à uma lei de formação para obter uma imagem. Alguns alunos têm mais afinidade ao se tra-

balhar com a representação gráfica de uma função, tendo em vista que, na maioria das vezes,

é mais fácil notar o local que a função não é contı́nua em um determinado ponto, implicando

na não existência do limite da função neste ponto. Alguns estudantes mostram saber proprieda-

des matemáticas como distributividade, potenciação, radiciação e racionalização, propriedades

fundamentais para a resolução de exercı́cios que envolvem o conceito de função.

Diante da análise das produções escritas e na discussão realizada anteriormente, elaboramos

um quadro (Tabela 3.2) a fim de resumir os agrupamentos e categorias formadas.
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Tabela 3.2: Descrições e inferências
Fonte: O autor

Prova Agrupamento Categoria
P3, P21, P26, P30,
P36, P41

Estratégia correta e proce-
dimentos corretos Totalmente correto

P1, P4, P23, P29,
P42

Estratégia: aplicar o ponto
no limite e Procedimento:
cumprir que o limite não
existe a partir de 0

0

Problemas conceituais:
existência e limites laterais

P9, P39

Utilização dos limites la-
terais para calcular o limi-
te de uma função na forma
algébrica

P12, P13
Não calcula o limite de
uma função na forma al-
algébrica Obstáculo na Matemática Escolar

P2, P8
Divisão de 0 por x resul-
tados x resultados

P5, P6, P7, P10,
P11, P14, P15,
P16, P17, P18,
P19, P20, P22,
P24, P25, P27,
P28, P31, P32,
P33, P34, P35,
P37, P38, P40

Comprrendem concei-
tos do Cálculo e
demonstram um obstá-
culo na matemática
escolar

Estas categorias obtidas chamaram-nos a atenção para o fato de que dos 42 estudantes que fi-

zeram a prova, apenas seis obtiveram a pontuação completa nas questões envolvendo o conceito

de limite. No entanto, os outros 36 apresentaram resoluções que demonstraram alguma com-

preensão a respeito da ideia e do conceito de limite. Sendo que 25 demonstraram compreender

o conceito de limite, mas não chegaram à resposta correta por cometerem erros na Matemática

Básica. No entanto, eles demonstram conhecer uma matemática escolar e esta matemática es-

colar acaba funcionando como um obstáculo à aprendizagem da matemática acadêmica. Mais

impressionante é perceber indı́cios de que mesmo na categoria que aponta para problemas con-

ceituais, estes possam ainda estarem sustentados em um conhecimento escolar: o de que 0/0 não

exista. É possı́vel que tenham transferido este conhecimento para o cálculo do limite. Também

no agrupamento da utilização dos limites laterais para o cálculo do limite da função apresentada

em sua forma algébrica, pode indicar que o estudante sente insegurança com a manipulação
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algébrica, a qual sustenta-se na matemática básica, a qual, pelo currı́culo, deveria ser aprendida

na Educação Básica.
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Capı́tulo 4

Algumas considerações

Diante da análise e discussão, é possı́vel notar o impacto da matemática escolar na ma-

temática acadêmica, tendo em vista que muitos alunos mostram saber os conhecimentos re-

lacionados à acadêmica. O conhecimento algébrico, manipulações algébricas, é fundamental

na resolução de limites de funções, no entanto a maneira com que muitos estudantes lidam

com a álgebra impossibilitou a resoluções destes problemas. Por exemplo, as tentativas de

simplificações nas frações algébricas. Os alunos chegam no Ensino Superior com uma grande

defasagem em sua aprendizagem em Matemática, os cursos da área de ciências exatas, como

a Engenharia Agrı́cola, o curso em questão, apresentam disciplinas cujas ementas são voltadas

para a revisão da matemática escolar e preparação para disciplinas como Cálculo Diferencial e

Integral e Álgebra Linear.

Estes resultados trazem à tona elementos da matemática escolar e sua caracterı́stica pre-

dominante que é o mecanicismo, corroborando com o que já fora apontado por Freudenthal

(1991), em sua classificação para o ensino de matemática aponta que, de acordo com uma pers-

pectiva mecanicista do ensino de Matemática, o homem é um instrumento semelhante a um

computador, que pode ser ensinado por “drill to perform” (FREUDENTHAL, 1991, p.135).

Esta expressão diz respeito a um método de ensino caracterizado pela repetição sistemática

de conceitos, exemplos e exercı́cios similares. Se baseia na disciplina e memorização, no re-

conhecimento de padrões para aplicação de processos já aplicados anteriormente, “envolve a

repetição de habilidades especı́ficas, como ortografia ou multiplicação [...]”. Freudenthal (1991,

p.135) considera que a repetição é utilizada para “[...] realizar, no nı́vel mais baixo, operações

aritméticas e algébricas, talvez até geométricas, e para resolver problemas aplicados, distingui-

dos por padrões reconhecı́veis, possı́veis de serem reproduzidos [...]” tais como experimentos



repetı́veis em condições de laboratório.

Esta caracterı́stica predominante da matemática escolar diverge muito da caracterı́stica pre-

dominante da matemática acadêmica, a qual é estruturalista e formalista, baseada no encadea-

mento lógico e na dedução, partindo de um mundo criado ad hoc, que não tem nada em comum

com o mundo vivo do aluno. A matemática estruturalista e formalista é ensinada na torre de

marfim do indivı́duo racional, longe do mundo e da sociedade (FREUDENTHAL, 1991).

No caso da Engenharia Agrı́cola, conforme o Projeto Polı́tico Pedagógico (CEPE, 2018),

há oferta de duas disciplinas que visam preparar o estudante: Fundamentos da Matemática e

Introdução ao Cálculo. A segunda disciplina, como o próprio nome já diz, trabalha com concei-

tos pré-requisitos que os alunos precisam para estudar o Cálculo. No entanto, conforme a análise

e discussão das produções escritas registradas pelos estudantes de Engenharia Agrı́cola, nota-

mos que a maioria apresenta dificuldade na matemática escolar, mesmo tendo duas disciplinas

voltadas aos conceitos abordados no ensino fundamental e médio. Além disso, essas disciplinas

são semestrais, das quais Fundamentos da Matemática e Introdução ao Cálculo ocorrem no pri-

meiro semestre e Cálculo Diferencial e Integral I ocorre no segundo, logo não é possı́vel estabe-

lecer uma sincronia entre as disciplinas, por exemplo, enquanto Introdução ao Cálculo aborda

funções, o Cálculo Diferencial e Integral I poderia trabalhar com Limites, ou seja, os alunos

conseguiriam visualizar a simultaneidade dos conteúdos e suas aplicações, tendo em vista que

uma das dificuldades destes estudantes é a compreensão do conceito de função e continuidade.

Portanto, uma das sugestões de intervenção está diretamente ligada com a reformulação das

grades curriculares dos cursos, visando a sincronia de disciplinas.

No entanto, sabemos que muitas vezes há a impossibilidade de adequar grades curriculares

conforme a necessidade, pode ser por questões burocráticas ou por conflitos de horários. Neste

sentido, o local de intervenção deve mudar. A reflexão, neste âmbito, deve ser voltada à prática

docente e em como a Matemática é abordada em sala de aula, além disso, no que diz respeito à

avaliação. Para tanto, deve-se ir além da concepção do estudante como um ser passivo, repetindo

passo a passo o que o professor expõe, utilizando propriamente uma abordagem mecanicista da

matemática. Com isso, consideramos aqui a Educação Matemática Realı́stica (RME, do inglês

Realistic Mathematics Education).

[...] o matemático Hans Freudenthal sugere uma abordagem
para o ensino de matemática, denominada Educação Matemática
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Realı́stica (RME), cujo princı́pio fundamental é de que a “ma-
temática é uma atividade humana” [...].

[...] Freudenthal (1973) apresenta matemática como uma
construção humana. O autor narra a necessidade do homem de
contar, de medir áreas, tratando cada um desses fenômenos como
motes para o ser humano pensar matematicamente (matemati-
zar). Além desses fenômenos, Freudenthal trata de outros, como
a astronomia, os estudos de geometria algébrica, de teoria dos
números, ressaltando que o homem faz matemática (matematiza)
a partir de necessidades sociais, culturais, cientı́ficas, da própria
matemática (SILVA, 2018, p.21-22).

Nesta perspectiva da Educação Matemática Realı́stica e ao encontro com o Capı́tulo 2 desta

pesquisa, no qual discutimos aspectos da avaliação como prática de investigação e oportuni-

dade de aprendizagem, a avaliação proposta por autores da RME tem princı́pios baseados nesta

perspectiva:

1. O primeiro, e principal, propósito da avaliação é auxi-
liar o desenvolvimento do ensino e da aprendizagem.

2. Métodos de avaliação devem possibilitar aos estudantes
mostrarem o que sabem, não o que não sabem.

3. Avaliação deve operacionalizar todos os objetivos da
Educação Matemática.

4. A qualidade da avaliação em matemática não é dada prima-
riamente pela acessibilidade à pontuação.

5. Matemática está imbuı́da em problemas úteis (atraentes,
educativos, autênticos) que são parte do mundo real dos es-
tudantes.

6. Critérios de avaliação devem ser públicos e consistente-
mente aplicados.

7. O processo de avaliação, incluindo pontuação, deve ser
aberto aos estudantes.

8. Estudantes devem ter a oportunidade de receber feedback
genuı́no de seus trabalhos.

9. Um planejamento de avaliação balanceado deve incluir
múltiplas e variadas oportunidades (formatos) para os
estudantes mostrarem e documentarem suas realizações
(LANGE, 1999 apud SILVA, 2018, p.21-22)

Com base na análise e discussão das produções escritas registradas pelos estudantes de En-

genharia Agrı́cola da disciplina de Cálculo, postas no subcapı́tulo anterior, elaboramos propos-
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tas baseadas da Educação Matemática Realı́stica e nos nove princı́pios da avaliação, mencio-

nados anteriormente. Tais propostas levam em consideração a análise desta turma, mas que

podem ser utilizadas em turmas futuras, com intuito de que o estudante possa sentir o prazer da

construção do conhecimento e aprendizado.

Proposta primeira, prova em fases. Também conhecida como prova em duas fases. Este

instrumento avaliativo é composto por várias fases. Na primeira fase os estudantes resolvem as

questões, da maneira que acharem necessário, ou seja, escolhem quais e quantas querem resol-

ver., no entanto a prova é resolvida em sala de aula com tempo limitado. Nas próximas fases,

na maioria das vezes, a prova é resolvida em casa, com maior tempo para resolução (SILVA,

2018). A prova em fases pode oportunizar aos estudantes uma reflexão acerca do seu próprio

trabalho, após ser resolvida pela primeira vez na escola, a prova é corrigida e comentada pelo

professor, para então o aluno levar para casa e concluir a resolução (LANGE, 1999 apud TRE-

VISAN; BURIASCO, 2014). O professor poderá identificar dificuldades dos alunos e através

desde diagnóstico intermediar, isso pode ser feito entre as fases. Com isso, o docente poderá

ver na fase seguinte se o aluno refletiu e aprendeu sobre aquele conceito que teve dificuldade ou

não resolveu na prova e, se necessário, realizar novas intervenções. O professor poderá identi-

ficar dificuldades dos alunos e através desde diagnóstico intermediar, isso pode ser feito entre

as fases. Com isso, o docente poderá ver na fase seguinte se o aluno refletiu e aprendeu sobre

aquele conceito que teve dificuldade ou não resolveu na prova e, se necessário, realizar novas

intervenções.

Proposta segunda, vaivém. É um instrumento de avaliação criado pela professora Regina

Luiza Corio de Buriasco, utilizado em aulas de graduação e pós-graduação desde a década de

78. Primordialmente, este instrumento estabelece a comunicação entre professor e estudantes,

individualmente e escrito. O professor realiza uma pergunta para toda a turma e os estudantes

respondem em uma folha de papel. A partir das respostas individuais dessa pergunta o profes-

sor faz comentários e novas perguntas (SILVA, 2018). A utilização do papel para escrever as

respostas está relacionada com a confidencialidade, que é estabelecida para que o aluno tenha li-

berdade de fazer perguntas ao professor, além de respostas, “falar abertamente, sem a exposição

aos demais colegas e sem a criação de uma cultura em que só o que é correto que deve ser ex-

presso” (SILVA; BARDAÇON; VENTURINI, 2019, p.1) e, caso o aluno queira, pode quebrar
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a confidencialidade.

Proposta terceira, Tarefas de Análise da Produção Escrita (TAPE). Nesta proposta, a ideia

principal é utilizar a Análise da Produção Escrita nas aulas de matemática, neste sentido, Pereira

(2019, p.3) coloca que “é importante destacar que ao selecionar uma tarefa para propor aos

alunos, o professor considera vários aspectos, como o objetivo que se pretende alcançar, o

tempo disponı́vel para se trabalhar, os conhecimentos prévios dos alunos”. Nesta perspectiva,

Uma das mais importantes decisões que o professor realiza
regularmente na sua atividade de ensino incide sobre as tarefas
que propõe na aula. É em torno das tarefas que as aulas se desen-
rolam; elas são o ponto de partida para as experiências de apren-
dizagem dos alunos (GAFANHOTO; CANAVARRO, 2012 apud
PEREIRA, 2019, p.3).

É importante oportunizar diferentes experiências para os alunos, ou seja, novas tarefas ba-

seadas da análise da produção escrita de tarefas anteriores poderão ser realizadas, mas podendo

ser com situações diferentes, com intuito de convergir para a aprendizagem. Exemplificando, à

luz das produções escritas analisadas nesta pesquisa, as tarefas poderiam ser sobre funções e as

propriedades matemáticas que os alunos apresentaram dificuldade, assim novas tarefas podem

refinar ainda mais a análise, caso sejam necessárias.

Além destas propostas, há outros instrumentos avaliativos que poderão ser utilizados, como

a Ficha de Autoavaliação, Portifólios e a Prova Escrita com Cola. A utilização em aulas destes

instrumentos de avaliação e os destacados como propostas podem ser vislumbrados na tese de

Silva (2018), mostrando que de fato há progressão da aprendizagem quando a avaliação é uti-

lizada como prática de investigação. Esta pesquisa não apresenta a utilização dos instrumentos

de avaliação mencionados, tendo em vista que ocorreu com a turma de 2015. No entanto, fica

lançada a proposta de avanço deste trabalho em dissertação e tese.
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Apêndice A

Prova Escrita 1 - Engenharia Agrı́cola
(2015)

1)  Seja h(x) =  {1 − x2    se x ≤ 0
2x + 1    se x > 0

 

a)  Calcule h(-2)                                                                                   

b)  Calcule h(1)                                                                                    

c)  Esboce o gráfico de h.                                                                   

                    

                    

                    

                    

                    

                    

                    

                    

                    

                    

                    

                    

                    

                    

                    

                    

2)  Calcule o quociente das diferenças e simplifique a sua resposta quando possível .  

a)  Se ²xx34)x(f −+= ,  calcule                                                            

         
h

)3(f)h3(f −+
 

b)  Se 
x

1
)x(g = ,  calcule                                                                   

ax

)a(g)x(g

−

−
 

3)  Encontre uma expressão para a função cujo gráfico é a curva dada a seguir.  

                                                        

                                                                                                 



4)  A partir  da representação das funções f e g        

 
 

a)  )(lim
0

xf
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0
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0
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5)  Considerando que o Domínio das funções esboçadas na questão 4) anterior é o 

conjunto dos números reais,  ℝ, qual será o conjunto Imagem?  

a)  Im (f) =                    b) Im (g) =                                                                     

a)  Calcule o limite de a) 
4x

16x
lim

16x −

−

→
                                                                                  

 

b)  
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x²eccos
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−
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−
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lim
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−
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g)  
3x2²x
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−
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6)  Esboce o gráfico de um exemplo de uma função f que satisfaça a todas as condições 

seguintes:  =
−→

)x(flim
3x

;  −=
+→

)x(flim
3x

;  1)x(flim
0x

−=
→

;  f(2)=1 e  f( -2)=-3.      

  

                    

                    

                    

                    

                    

                    

                    

                    

                    

                    

                    

                    

                    

                    

                    

                    

    



Apêndice B

Solicitaçao de dados do Academus

UNIOESTE - PROTOCOLO CAMPUS DE CASCAVEL
RE UEMMENTO DE GRADUA AO

"'"'ATEN AO: No campo de dados pessoais é OBRIGATÓRIO o preenchimento de TODOS os ITENS**

Nome Completo:
RA: 6~
Telefone fixo:
Curso:

CPF. RG:
Celular:

Série: t[- Turno: M [ [ I [ [ N Q[
EMAIL:

[+Cursando [ ]Desistente em (ano) : [ ]Trancado em (ano) : [ ]Formado em (ano):

Código
Protocolo Descrição Documento Destinatário e Prazo Campo informativo

reservada ao Protocolo Campus

[ ] 205 Certificado de Conclusão de Curso (2'ia: R$ 5,00) - (CAD) 5 dias úteis

[ ] 255 Comprovante de Matrícula (disciplinas) (CAD) até 5 dias úteis

[ ] 208 Declaração de Matrícula (curso) (CAD) até 5 dias úteis

[ ] 207 Declaração de Frequência (CAD) até 5 dias úteis

[ ] 257 Declaração de Provável Formando(CAD) até 5 dias úteis

[ ] 209 Declaração Específica (CAD) 5 dias úteis

Especificar o conteúdo da declaração:

[ ] 72 Extrato de Horas Extra Curriculares já aprovadas (CAD) até 5 dias úteis

] 211 Histórico Escolar Completo (somente disciplinas aprovadas) (CAD) - Sem vínculo R$5,00
—Anterior ao ano de 1997 - 20 dias úteis. —De 1997 aos anos atuais - até 5 dias úteis,

[ ] 212 Histórico Informal (todas as disciplinas cursadas) (CAD) até 5 dias úteis

[ ] 206 Programa das Disciplinas (R$ 0,50 por Disciplina) (CAD) 20 dias úteis
[ ] Todas as Disciplinas do curso.
[ ] Listar a(s) disciplina(s) solicitada(s):

[ ] 203 Listagem das Disciplinas ¹o-concluídas (CAD) até 5 dias úteis

[ ] 232 Matrícula em Disciplina em mesmo curso/outro curso/turno: (CAD) *
Nome da Disciplina: Curso:
Turno: Justificativa:

[ ] 231 Cancelamento de Matrícula em disciplina: (CAD) *
Nome da Disciplina:
TU1Tlo : Justificativa:

[ ] 204 Cancelamento de Matrícula no Curso (CAD) *
Parecer da Biblioteca:

Curso:

[ ] 225 Trancamento de Matrícula no curso: (CAD) ~ [ ] 01 ano [ ] 02 anos¹o há Trancamento de Matrícula no ano em que ocorrer o ingresso no curso.
Parecer da Biblioteca:

[ ] 202 Reabertura de Matrícula: (R$ 5,00) [ ] Por Trancamento [ ] Por Abandono (CAD) *

[ ] 219 Regime de Exercícios domiciliares —Anexar Comprovante (CAD) *
Especificar :
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investigação (alguns apontamentos). BOLEMA, Rio Claro, SP, v. 22, n. 33, p. 69–96, Dezembro
2009.

CEPE. Aprova o Projeto Polı́tico Pedagógico do Curso de Engenharia Agrı́cola -
Bacharelado, do campus de Cascavel. Resolução n. 248/2018 - CEPE. 2018. Disponı́vel em:
〈https://midas.unioeste.br/sgav/arqvirtual\#/detalhes/?arqVrtCdg=15668〉. Acesso em: 25 mai
2021.

DAVID, M. M.; MOREIRA, P. C.; TOMAZ, V. S. Matemática Escolar, Matemática Acadêmica
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algébrico manifestadas por estudantes em uma tarefa da early algebra. Revista Brasileira de
Ensino de Ciência e Tecnologia, Ponta Grossa, PR, v. 8, n. 3, p. 53–84, Agosto 2015.

SILVA, G. dos Santos e. Um olhar para os processos de aprendizagem e de ensino por meio de
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à luz da Educação Matemática Reslı́stica. 2019. Disponı́vel em: 〈http://www.sbemparana.
com.br/eventos/index.php/EPREM/XV\ EPREM/paper/viewFile/1220/825〉. Acesso em: 26
mai 2021.

SPINILLO, A. G. et al. Como professores e futuros professores interpretam erros de alunos ao
resolverem problemas de estrutura multiplicativa? BOLEMA, Rio Claro, SP, v. 30, n. 56, p.
1188–1206, Dezembro 2016.

STEWART, J. Cálculo. 7. ed. São Paulo, SP: Cengage Learning, 2016.

TREVISAN, A. L.; BURIASCO, R. L. C. de. Análise da produção escrita em uma prova de
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