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Resumo. Neste trabalho é apresentada uma solugcdo numérica para o problema
de interacdo fluido-estrutura, a qual é aplicada na modelagem da pressdo resul-
tante do acoplamento entre a estrutura de uma barragem e o corpo de dgua de
seu reservatorio. A simulacdo de tal forcante é de grande interesse prdtico, visto
que o comportamento estrutural da barragem é significativamente alterado pelo
campo de pressoes hidrodinamicas geradas pelo fluido. O objetivo é fazer um
estudo da pressdo hidrodinamica que o fluido do reservatorio exerce sobre uma
barragem de gravidade de concreto. Os forcantes que atuam simulam um sismo
ou uma vibragdo induzida que ocorra sob a base da barragem. E realizada uma
comparagdo da solu¢cdo numérica com condicoes de contorno simplificadas com
uma solugdo analitica com mesmas condi¢coes de contorno, visando verificar o
método de aproximacdo e de solucdo empregados. A solucdo do modelo espaco-
temporalmente discreto é obtida utilizando-se o método das diferencas finitas e
o método Newmark de integracdo temporal. As implementagoes foram realiza-
das no ambiente computacional Scilab.

1. Introducao

Os problemas de interacao fluido-estrutura sao especificados como aqueles gerados por
sistemas fisicos onde dois ou mais distintos meios continuos interagem um com O Ou-
tro. Esse tipo de situac@o encontra-se presente em diversos eventos de Engenharia, como
plataformas marinhas, barragens, reservatorios de dgua, torres, turbinas, entre outros, e

mostram o vasto escopo de possiveis aplicacdes desses sistemas [1].
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Especificamente no caso da interacdo fluido-estrutura na andlise estrutural de
barragens, recentemente tem-se verificado crescimento de pesquisas sobre essa tematica
devido, sobretudo, a demanda por energia gerada pelo setor hidrelétrico [1]. Tais trabalhos
visam melhor compreender problemas como os que surgem devido a abalos sismicos, ou
o impacto ambiental causado pela ruptura de barragens, entre outros.

Como estudos experimentais ou de escala reduzida em Engenharia sdo custosos,
uma abordagem para desenvolver tais pesquisas € realizar simulacdes computacionais
de modelos fisicos e matematicos que representem os principais parametros € eventos
fisicos envolvidos na interacdo fluido-estrutura. Assim, € relevante o desenvolvimento de
modelos mateméticos que representem os diversos tipos de tensdes e esfor¢os presentes
nesse tipo de interacao.

Modelos simplificados do problema de interagdo barragem-reservatorio
encontram-se bem determinados na literatura, notadamente para problemas que pos-
suem solu¢do analitica. Estes modelos que descrevem tal fendmeno sdo compostos de
condig¢des de contorno que permitem a obtencdo da solugdo exata que descreve o campo
de pressdes hidrodindmicas no plano barragem-reservatério. Devido as simplificacdes
inerentes essa modelagem fornece apenas uma aproximacao para os valores reais.

O objetivo deste trabalho € a obtengao de um problema de valor de contorno com
condig¢des iniciais que possa representar o modelo fisico qualitativamente bem. Para a
andlise numérica, € utilizado o método das diferencas finitas por meio de implementacdes
computacionais do método de Newmark estruturadas em ambiente Scilab.

2. Acoplamento do Sistema Fluido-Estrutura

A interacdo fluido-estrutura, e mais especificamente, a interagao barragem-reservatdrio, é
classificada como um sistema acoplado. Por especificacdo, sistemas acoplados sdo aque-
les aplicdveis para multiplos dominios e tais que existem varidveis dependentes que usu-
almente descrevem diferentes fenomenos fisicos e nos quais nenhum dominio pode ser
resolvido quando separado um do outro, e nenhuma das varidveis dependentes pode ser
explicitamente eliminadas na modelagem matemadtica [2] .

A solu¢do desacoplada do problema, tanto para o dominio do sélido, quanto para
o dominio do fluido, ndo € satisfatdria, pois formam um sistema em que os meios sao
fisicamente heterogéneos e sofrem mutuas interacdes [1]. Deste modo, esses tipos de pro-
blemas sao caracterizados como acoplados, onde as formulacdes de acoplamento fluido-
estrutura conseguem modelar satisfatoriamente as interagdes existentes. Classificam-se
os sistemas acoplados em duas categorias [2]:

a) Classe I: Contém problemas em que o acoplamento ocorre na regido da inter-
face pela imposi¢ao de condicao de contorno. Geralmente tais dominios descre-
vem situagdes fisicas diferentes, mas € possivel considerar o acoplamento entre os
dominios, desde que uma discretizacdo apropriada seja utilizada. Nesta classe de
problemas estdo a interacdo fluido-estrutura e estrutura-estrutura.

b) Classe II: Contém problemas onde varios dominios se sobrepdem (totalmente ou
parcialmente). Nesta classe o acoplamento ocorre através do modelo matemaético,
que representa diferentes fendmenos fisicos, como por exemplo, a estabilidade
dos solos e a percolagdo em meios porosos.
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O problema de interagdo barragem-reservatorio € caracterizado como acoplado
de classe I, onde especificamente ocorre a interacdo entre meios fisicos diferentes. A
figura 1 ilustra o problema geometricamente e de maneira simplificada, visto que, embora
neste trabalho seja tratado o caso bidimensional, o modelo real € tridimensional.

livre a partir do

nivel de referéncia ﬁF’u superficie livre
‘ ) - I
Interface fluido - superficie livre |
]

Elevagao da superficie
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Interface fundo-reservatdrio |
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Figura 1: Representacao Geométrica para a Interacao Barragem-Reservatorio.

3. Formulaciao do Problema de Interacao Barragem-Reservatorio

Este trabalho apresenta estudos enfocando a pressao hidrodinamica para o problema de
interacdo fluido-estrutura, de modo a obter-se, um problema de valor de contorno com
condigdes iniciais. Nesta formulacdo deve-se especificar um modelo matemético que seja
vdlido no interior do dominio, e as condi¢des de contorno nas fronteiras desse dominio.
A figura 1 representa tal problema de valor de contorno.

3.1. Pressao Hidrodinamica

Mostra-se que o modelo matemético que determina a pressao hidrodinamica gerada de-
vido a vibracdo da dgua dentro de um reservatdrio bidimensional pode ser expresso pela
equacgao de Helmholtz,

Pp Fp 10
or2 022 2ot

onde p = p(x, z,t) é a pressdo hidrodindmica acustica, ¢ € o tempo, x e z sdo as varidveis

&)

espaciais e ¢ = |/3/p denota a velocidade da onda acustica da dgua, onde § é o médulo
de compressao do fluido, e p € a densidade para um fluido actstico.

A equacdo de Helmholtz é formulada a partir das equacdes de estado, de
conservacao de massa e da conservagao da quantidade de movimento. Sua dedugao, para
o caso 2D, pode ser encontrada em [3], onde se assume que a densidade p varia muito
pouco, de modo que pode ser considerada constante; que as velocidades sdo suficien-
temente pequenas para se poder desprezar os efeitos da adveccdo; e os efeitos viscosos
devido a rotacao podem ser desprezados.
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3.2. Condicoes de Contorno

Uma representacao grafica para as condi¢des de contorno do reservatério combinada com
o modelo da pressio hidrodindmica do fluido sdo mostradas na figura 2. E essencial que
se especifique adequadamente tais condi¢des de contorno para bem determinar as forgas
que agem no dominio de interesse.

: -
Sq:p=0 ! A
Reservatoério |
Barragem }JJ:” t ‘,]}__{J i.[: ‘,;P i
-J H

Si: :—3-’\—’ = —ptiy S3:p=0
1
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4 . v >
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Figura 2: Condic6es de Contorno para o Modelo de Interacao Fluido-Estrutura.

3.2.1. Na interface fluido-estrutura

A condi¢do de contorno na interface fluido-estrutura € indicada na figura 2 por S;. Na
interface fluido-estrutura, onde ocorre a interagdao barragem-reservatorio, mostra-se que o
gradiente de pressdo normal a superficie é dado por:

dp .
or P 2)

onde p € a densidade da dgua e u € a componente horizontal da aceleracdo devido ao
movimento da base da barragem vindo da rocha de fundacgdo [4], devido a uma vibragdo
induzida ou um sismo.

3.2.2. Na interface fundo-reservatorio: contorno rigido

A condig¢do de contorno na regido inferior do reservatorio € indicada na figura 2 por Ss.
Neste caso, a condi¢do de contorno € especificada em z = 0. Supde-se neste caso que a
fundacao é s6lida, ndo ocorrendo fluxo ou pressdo passando na direcdo z, e também que
nao existem sedimentos na parte inferior do reservatorio. Nessa situacao mostra-se que a
pressdo normal na regido inferior do reservatdrio € dada por:

8p_

5. =0. 3)

172



IV EPAC - Encontro Paranaense de Computagdo ISSN:1981-8653

3.2.3. Na superficie livre

A condi¢do de contorno na superficie livre € indicada na figura 2 por S;. Neste caso,
deve-se especificar a condi¢do de contorno em z = H. Nesta condi¢do de contorno foi
realizada uma simplificagdo de modo a nao considerar o efeito das ondas na superficie:

p=0. 4)

3.2.4. Reservatorio ilimitado: condicao de truncamento

A condicdo de contorno na regido ilimitada do reservatorio € indicada na figura 2 por Ss.
Nesta fronteira foi adotada pressao nula, dada por:

p=0 &)

A condi¢@o de contorno de truncamento € importante no processo de modela-
gem do problema de interacdo barragem-reservatorio, pois o efeito que a pressao hidro-
dindmica exerce na barragem € altamente sensivel ao comportamento da grande extensao
do dominio do fluido (considerada infinita) do reservatério [S]. Quanto mais distante for
colocada a condi¢do de contorno de truncamento, melhor € a acuricia dos resultados,
porém, o custo computacional torna-se maior. Isto porque, em corpos d’agua reais, por
exemplo, o lago de Itaipu, modelar toda a extensdo horizontal resultaria em uma malha
muito grande que geraria um custo computacional que ndo melhora o resultado, ja que
estudos mostram que é praticamente nula a pressao hidrodindmica no contorno original.
Portanto, a especificacdo e determinagdo da condicdo de contorno de truncamento € de
grande importancia para se obter resultados acurados com eficiéncia computacional.

H4 outras condi¢Oes de truncamento propostas na literatura, por exemplo, a
condi¢do de Sharan. Estas condi¢Ges de contorno baseiam-se nas seguintes hipdteses
[4]: o problema € bidimensional e o dominio do fluido se estende em uma direcdo; a in-
terface fluido-estrutura € vertical; o fundo do reservatério € rigido e horizontal; a estrutura
em contato com o fluido é rigida e sua altura ndo € maior do que a altura da lamina de
dgua do fluido e a estrutura vibra na direcdo normal da interface fluido-estrutura.

Portanto, a equacdao de Helmholtz (1) para o dominio fluido juntamente as
condi¢des de contorno (2), (3), (4) e a condi¢do de contorno de truncamento simplifi-
cada (5) na regido ilimitada do reservatorio, resulta no seguinte problema:

Pp Op_ 10
Ox2 022 202

ap op (6)

o = —pri 9215 =0; ps, =0; ps, =0
2

4. Solu¢ao Numérica do Problema

Nesta secdo sera apresentada a solucdo numérica do problema (6) pelo método das
diferencas finitas. Isto porque este problema com a equag¢do do dominio fluido e as
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condi¢des de contorno adotadas ndo possui solucdo analitica conhecida. Entdo, para a
realizacdo da solucdo numérica, € necessdria a discretizacdo do problema.

Uma malha regular € utilizada no reservatério. Cada ponto da malha possui uma
posig¢do indicada por (i, j), coluna e linha respectivamente, e para cada ponto é encontrado
um valor de pressdo. Vale ressaltar que as notagdes p; ; € p; ; correspondem as derivadas
de primeira e segunda ordem da pressao em relagdo ao tempo.

4.1. Discretizacao

Para a discretizacdo da equacdo da pressdo (1) serdo utilizadas as aproximacoes das deri-
vadas parciais por diferencas centrais de segunda ordem [6]:

pi _ Dit1j —2pij +Di1 . i _ Dij+1— 2pij +Dpij

~ 2 , 7
0x? Ax? 027 Az? 7
substituindo as aproximagdes (7) em (1), tem-se
i+15 — 2Dij T Di-1; ig+1 — 2Dij +Dij—1 1.
Pit1,5 Pij T Pi—1,j + Pij+1 Pij T Pij—1 — pi, = 0. (8)

Ax? Az? c

4.1.1. Discretizacao das condicoes de contorno

a) Interface fluido-estrutura: Na interface fluido-estrutura (S;), tem-se,

pi _ Pi+1,j —Pi-1,

ox; 2Ax
b) Interface fundo rigido-reservatorio: A condicdo S5 (3) é discretizada como
Ipi _ Pij+1 — Dij-1

0z, 2Az

¢) Superficie de truncamento: A condi¢des de contorno S3 € discretizada como

= —pfuz isto é, Pi-1, = QAxpr + Pit1,5-

=0 isto C, DPij-1 = DPij+1-

Piy1; = 0.

d) Superficie livre: A condi¢des de contorno S, € discretizada como
Pijr1 = 0.

Substituindo as condic¢des de contorno na equagao de helmholtz discretizada para
cada ponto da malha e adotando Ax = Az =, obtém-se o sistema Kp+ Mp+ F'i = 0.
Um exemplo 3 x 3 para determinar os valores de p; ;, p; ; € P; j € como:

-3 2 0 2 0 0 0 0 0 P11

1 -4 1 0 2 0 0 0 0 P2

0 1 -4 0 0 2 0 0 0 P31

L1t 0 0 =4 2 0 1 0 o0 P12

o=5|0 1 0 1 -4 1 0 1 0 pao p—

o 0 1 0 1 -4 0 0 1 P32

o0 0 0 1 0 0 -4 1 0 P13

o 0 o0 0 1 0 1 —4 1 P23

Lo o o o o 1 0o 1 -4\ pss
1 0 0 0 0 0 0 0 07 ( pin 1 0 0 0 0 0 0 0 07 ( i
001 00 00O D0 O P 00 0O0O0O0TO0O0O0 g1
001000000 P 0000 O0O0TUO0O0 D0 iiz1
000 1 00000 P12 ) 000 1 00UO0O0O0 ii1,0
1000010000 22 pH+2L 0 0 0 0 000 0O iin,o
00 0O0O0T1O0D0 0 3.2 00 00 O0O0TO0O0 O iiz,2
00000 O0O0T1 D00 P13 00 0O0O0O0T1 D00 iiy3
00 0O0O0O0TO0T10 2.3 0000 O0O0TO0O0O0 iin3
Lo 0o 0 o000 00 1|\ pss L0000 0 o0 0 0 0]\ iz
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4.2. Implementacoes e Resultados

A obtencdo da solugdo € realizada pelo processo de discretizacao aplicado as equacdes
que governam o fluxo do fluido, como visto na secdo anterior. Disto, resultam em
equacoes lineares algébricas que necessitam de solucdo. Para a solu¢ao temporal do pro-
blema foi utilizado o método de Newmark (algoritmo 1) de integracao no tempo [7].

Algoritmo 1 Método de Newmark

I - Calculo inicial: resolver Mp + Cp + Kp = F;

Entrar com a matriz de rigidez estatica K, a matriz de massa M e a matriz de amorteci-
mento C'

Especificar os parametros de integragdo 3 e 7y

Calcular as constantes de integracao:

blzﬁ bgz—ﬁ bgz—% (%—ﬁ) b4:’yAtbl

Formulagdo da matriz de rigidez efetiva: K = K + by M + byC

Triangularizar a matriz de rigidez efetiva: K = LDL”

Especificar as condi¢des iniciais: pg, Do, Do

II - Laco para cada passo de tempo: kA¢, com 1 < k < T}, onde T € o tempo final
Calcular o vetor de carga efetiva:

Fy = Fy + M (bipi—at — bape—ne — bspr—ar) + C(bapi—as — bsPe—ar — bePr—ac)
Solugdo do vetor pressdo p no tempo ¢

LDL"p, = F,

Calculo da velocidade a aceleragdo no tempo ¢

Pr = bs(pr — pr—nat) + bsDi—ar + bePrae

Pt = b1(pt — Pr—at) + bapi_nat + bsPr_as

Ir para o inicio de Il com t =t + At

Entretanto, para a obtencdo da solucdo nimerica do problema, é necessario
que se especifique algumas consideracgaes fisicas e geométricas do problema, além de
parametros que sdo exigidos pelo método como: ¢ = 1500 m/s; g = 10m/s%* p; =
1000kg/ m3; altura do reservatério = 46.33m; altura da barragem = 48.77m; densidade
da barragem = 2477 kg/m?; médulo de elasticidade da barragem = 2.415 x 10'°N/m?;
i = 70002 5 = L; v = 1. Como condigo inicial para o problema de valor de contorno
(6) utiliza-se py = 0; po = 0; po = 0.

Para o calculo do passo de tempo ¢ adotado no método de Newmark, utilizou-se,

At < 1 ©)
Tmin 21 - 6

N2

e para determinar 7,;, utilizou-se o cdlculo da vibracdo da barragem em segundos in-
cluindo a influéncia do reservatorio disponivel em ([4], p. 145), e obteve-se T,,;, = 0.150.
Substituindo em (9), tem-se que o passo de tempo a ser adotado no método de Newmark
€ At = 0.083.

O método para a solugdo do sistema pelo algoritmo Newmark foi implementado
no ambiente Scilab, devido a facilidade de testes sobre a estrutura das equagoes, ja que es-
tas ainda estdo em desenvolvimento [8]. Primeiramente, a equacdo do dominio fluido uti-
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lizada foi a de Laplace (% + % = 0) ao invés da equagdo de Helmholtz e com as mes-

mas condi¢des de contorno. Utilizamos Laplace neste trabalho devida a solucdo analitica
desta ser conhecida, e assim podendo comparar a solu¢ao numérica obtida. A figura 3
mostra o vetor solu¢do pressao para as solucdes analitica, como em ([4]), e numérica. As
solucdes apresentam uma semelhancga na parte central da superficie, mas divergem nas
bordas onde ficam as condic¢des de contorno da equacao numérica. Os valores de pressao
resultantes da solucdo do sistema foram normalizados de acordo com o valor absoluto do
maior valor encontrado no vetor de solucgdo.

Solugao Analitica

Soluglo Numérica

Figura 3: Solugao numérica e analitica em uma malha 93x93 pontos.

Os erros entre a solucdo numérica e a solucdo exata podem ser avaliados
utilizando-se as normas L e L, que sdo apresentadas nas equagdes (10).

= (10)

||Eh| |1 _ sz\il |pi,exata - pi,numem’ca| e ||Eh||2 _ Zi]il(pi,e:cata - pi,nu;nerica)Q
i=1 (pi,ewata>

i]il |pz',exata|

Estas normas mensuram a distincia do vetor encontrado na solu¢do numérica
com o vetor analitico, assumindo que o vetor de solucdes no sistema analitico é exato.
Como podemos observar na tabela 1, o erro diminui conforme aumenta o tamanho da
malha e mostra uma boa acuracia do método.

Tamanho da malha Norma L, Norma L,
13x13 0.1838118 0.1894231
23x23 0.1634311 0.1752368
33x33 0.1588373 0.1747922
43x43 0.1575454 0.1758808
53x53 0.1572698 0.1770354
63x63 0.1573571 0.1780351
73x73 0.1575811 0.1788687
83x83 0.1578517 0.1795623
93x93 0.1581303 0.1801434

Tabela 1: Normas L, e Lo.

Ap6s andlise dos resultados analitico e numérico para o problema utilizando a
equacao de Laplace, iniciou-se as implementagcdes do problema de valor de contorno (6).
As figuras 4 e 5 mostram a solug@o do sistema. Na figura 4 tem-se o grafico de superficie,
que representa um valor de pressdo para cada ponto da malha. Neste grafico também
estdo indicadas as condi¢des de contorno como na figura 2. O resultado foi rotacionado
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para melhor visualizacdo. Foi adotada uma malha de 63 x 63 e o passo de tempo estd
na 83 iteracdo. Neste passo de tempo a solucdo ja se mantém estavel e qualitativamente
satisfatéria, pois os valores de pressdo decaem em direcdo ao truncamento (S3) e em
direcao a superficie livre (S4). Vale mencionar que houve um pequeno ajuste na condi¢ao
de contorno S, para melhorar a acuracia do resultado [9].

Passo 83

\ S2:
1\ Fundo

\ _ S1:
\ Barragem
L

o=

§3: .1

Infinito -\

A

;¥ T...I/L"

1t

T X ——t o T

M =

Sd: Superficie

Figura 4: Grafico de superficie que mostra um valor de pressao para cada ponto
da malha.

A figura 5 mostra as linhas de pressao para esta solucao, onde cada linha apre-
senta uma coluna de pontos da malha e o respectivo valor de pressdao. Podemos observar
que o valor de press@o € mais alto no fundo da barragem, decaindo conforme avanga em
direcdo a condi¢do de truncamento (Infinito), o que estd de acordo com o problema fisico.

passo 83

Figura 5: Linhas de pressao para os valores apresentados.

5. Conclusoes

O método de Newmark resolve o problema proposto com qualidade numérica e eficiéncia
computacional, mas a solucdo numérica € muito sensivel as condicdes iniciais e de con-
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torno. Os resultados obtidos foram satisfatorios, pois a comparacao da solucdo analitica
com a equacgdo de Laplace e a solugdo numérica mostraram boa acuracia do método.

A solucdo do problema (6) estabilizou no decorrer do tempo e apresentou um
perfil qualitativamente bom, com o valor de maior pressao no fundo do reservatorio e
decaindo em direcdo a condi¢do de contorno de truncamento e em dire¢do a superficie
livre. Ressalta-se que embora tenha sido apresentado apenas um resultado para (6), foram
obtidas outras solucdes para o problema, utilizando a equacdo de Laplace com e sem a
pressdo hidrostatica como condig¢ao inicial.

Além disso, obtiveram-se resultados com a equacdo de Helmholtz com a
pressao hidrostatica como condi¢do inicial e com diversos passos tempo, para efeitos
de comparagao e de estudo do comportamento temporal do problema.

Vale ressaltar que o ambiente Scilab apresentou um bom desempenho para a
solucdo de sistemas de pequeno porte, mas nao fornece suporte para sistemas de equacoes
com dimensdes maiores do que 93 X 93 pontos de malha. Uma implementacdo em lin-
guagem C estd sendo desenvolvida para estudar o comportamento do método a medida
que se refina a malha e que se modificam as condicdes de contorno e as condicdes iniciais
para obter modelos numéricos mais apropriados.
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