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Resumo. Neste trabalho é apresentado um modelo matemdtico para a dindmica
da transmissdo do virus influenza A~-HINI. Tal modelo é baseado num sis-
tema de quatro equacoes diferenciais ordindrias ndo lineares, que ndo possui
solugcdo analitica conhecida. Assim, é apresentado um método numérico que,
com apropriadas condigées iniciais, é empregado para obter solugcbes aproxi-
madas para o problema de valor inicial. Também sdo descritos alguns conceitos
epidemiologicos e de modelagem compartimental, que sdo necessdrios ao ade-
quado entendimento do aqui realizado.

1. Introducao

Pesquisas e trabalhos realizados sobre a transmissao de doengas infecto-contagiosas, entre
outros eventos, envolve a compreensao de complexas caracteristicas e padroes bioldgicos,
ecologicos e epidemioldgicos. Tais compreensdes podem ser analisadas com o emprego
da modelagem matemadtica e computacional, que se apresenta como relevante metodolo-
gia na identificacdo de cendrios que requeiram a realizacdo de estudos ou agdes sobre
determinadas situagdes, de modo a subsidiar seu planejamento, sua gestao e avaliacao.

Sabe-se que as doencas infecciosas sempre assolaram a humanidade e sdo res-
ponsaveis por provocar inimeras mortes. Um exemplo de destaque € a peste negra, que di-
zimou um quarto da populacio européia no século XIV. Conforme dados da Organizagao
Mundial da Saude (OMS), novas doengas t€m surgido num ritmo alarmante desde 1970.
Dentre elas, pode-se citar a influenza A-HINT1, oriunda de um dos virus gripais do tipo A.

Devido a relevancia dessas questdes, ¢ importante desenvolver a modelagem
matematica e computacional de fendmenos bioldgicos e, em particular, de fendmenos
epidemioldgicos, pois essa abordagem pode oferecer distintos cendrios quanto a
disseminacdo, preven¢ao, controle ou erradicacdo da doenca a ser estudada.
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2. Modelagem e Epidemiologia

A modelagem matemdtica vem assumindo um papel cada vez mais importante para os
estudos epidemioldgicos e o estabelecimento de politicas de saide, podendo ser usada
como ferramenta de auxilio a elaboragdo de estratégias e compreensdo de fendmenos.

Para fins epidemioldgicos a modelagem matematica e computacional tem dois
objetivos claros. Um diz respeito a simulag@o ou predicao da disseminacdo da doenga. O
outro € relativo a andlise de procedimentos para prevenc¢do, controle ou erradicacdo desta
doenca, como, por exemplo, os programas de vacinacgao.

A modelagem matemdtica e computacional de fendomenos epidemioldgicos
inicia-se com a modelagem conceitual ou matemética do fendmeno, onde o modelo
matematico € construido sob hipdteses e consideracdes fisicas, fisiologicas e bioldgicas.
Nesse caso € importante considerar aspectos como: tempo de geracdo de uma infeccdo,
capacidade de inducdo da imunidade por meio de vacina e capacidade de transmissao
da infec¢do. Assim, modelos matematicos t€ém se tornado ferramentas importantes na
andlise da difusdo e controle de doengas infecciosas, pois clarificam condi¢des, varidveis
e parametros, permitindo, a0 mesmo tempo, a elaboracdo de conceitos como populagdo
limiar, nimero basico de reproducao, taxa de contato e nimero de reposi¢ao [6].

Note-se que um modelo matemético nem sempre representa um problema real
de maneira exata, em toda a sua complexidade, mas podera levar a solucdes bastantes
proximas daquelas observadas na realidade.

2.1. Modelos Compartimentais

Alguns modelos possuem estruturas compartimentais, isto €, dividem a populacdo total
(N) em compartimentos (classes), utilizados para estudar a dinamica de epidemias. Tais
modelos surgiram da 4rea de Sistemas de Controle, onde um dispositivo abstrato ou con-
creto recebe entradas e, como resposta, produz saidas. Sdo representados por fluxogramas
que indicam a passagem de um compartimento a outro, ou a saida de um compartimento
para o ambiente ou ainda a entrada num compartimento vindo de fora do sistema.

Modelos do tipo compartimental oferecem uma boa representacdo da relagao
de causa e efeito para determinadas doencas. Entre seus objetivos estd a mode-
lagem e a representacdo compartimental de certas doencas transmissiveis, levando-se
em consideracdo o percurso pelo qual passa um hospedeiro infectado e a forma como
a infeccao se transmite. Nesses modelos, um individuo pertence a um ou outro compar-
timento, dependendo do seu estado com relacdo a doenga. Nesse sentido, os individuos
podem ser classificados da seguinte forma [6]:

e Individuos com imunidade materna (M): Até por volta de 6 — 12 meses depois do
nascimento, criangas recém-nascidas podem ser protegidas pela imunidade ma-
terna. Para propdsitos de modelagem este fato € muitas vezes ignorado.

e Suscetiveis (5): Individuos sadios que ainda ndo tiveram contato com o virus, mas
que podem adquirir a doenca se estiverem expostos a ela.

e Latentes ou Infectados (F): Aqueles que contrairam o virus e, pela resposta
imunoldgica, eliminam os agentes invasores apds um periodo latente.

e Infecciosos, Infectivos ou Infectantes (/): Sao os individuos que podem transmitir
a doenca para algum individuo suscetivel que entre em contato com ele.
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e Removidos (R): Sdo as pessoas que se livraram do virus e se tornaram imunes (se
recuperaram ou morreram).

Além destas classes, podem ser incluidos novos compartimentos conforme a
doenca a ser modelada, como, por exemplo, classes de vacinacao, de individuos em qua-
rentena e isolamento e individuos de imunidade cruzada. Considerando que as cinco
classes acima cobrem todos os individuos da populacdo, temos que M + S + E + [ +
R = N, e as propor¢des de individuos em cada categoria sdo representadas por letras
mindsculas: m = M/N,s=S/N,e=FE/N,i=1/N,r = R/N, cuja soma iguala-se a
unidade, ouseja, m+s+e+i+1r = 1.

2.1.1. Modelos Basicos

Levando em conta os diversos estados relacionados com o processo infeccioso, os mode-
los epidemioldgicos se dividem em trés grandes grupos:

e SIS (Suscetivel — Infectado — Suscetivel): Relacionado com doencas que nao
conferem imunidade, de modo que o individuo pode passar de infectado para
suscetivel.

e SIR (Suscetivel — Infectado — Recuperado): Relacionado com as doengas em que
os individuos infecciosos podem se recuperar e adquirir imunidade permanente.

e SIRS (Suscetivel — Infectado — Recuperado — Suscetivel): Idéntico ao anterior,
porém, aplicavel a casos em que a imunidade adquirida pelo individuo nao é per-
manente, voltando a ser suscetivel apds certo tempo (imunidade temporaria) ou,
no caso em que a imunidade obtida, desde o primeiro momento, ndo proporciona
protecao total (imunidade parcial).

Combinando os diferentes compartimentos, pode-se obter uma série de modelos,
tais como o MSEIR, MSEIRS, SEIR, SEIRS, SIR, SIRS, SEI, SEIS, SI e SIS.

Em uma populagdo muito grande ou para um intervalo de tempo suficiente-
mente pequeno, a transferéncia de individuos entre compartimentos pode ser considerada
um fendmeno continuo e, portanto, podemos descrever matematicamente a variacao do
nimero de individuos dentro de cada compartimento, a medida que o tempo passa, através
de sistemas de equacgdes diferenciais.

3. Parametros Envolvidos em Epidemiologia Matematica
Definiremos parametros que estdo envolvidos no modelo apresentado neste trabalho.

e Numero de Reproducdo Basal: O numero de reprodugdo basal, geralmente de-
notado por R,, fundamental em epidemiologia. E um nimero adimensional,
definido como o nimero médio de infec¢des secunddrias produzidas por um
unico individuo primario infectivo durante todo o seu periodo infeccioso, em uma
populacdo inteiramente suscetivel ao agente.

Para valores de Ry > 1 a doenca tem capacidade para invadir uma populacao
totalmente suscetivel, estabelecendo-se na populacdo hospedeira e se tornando
endémica. J4 para valores de Ry < 1 a infec¢do ndo conseguird se estabelecer, e,
dessa forma, a menos de um residuo, a doenga € erradicada. No equilibrio, isto &,
quando a taxa na qual individuos sdo infectados é contrabalanceada pela taxa na
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qual novos suscetiveis aparecem, tem-se Ry = 1. Do ponto de vista da dindmica
de propagacdo da infeccdo, R, é o parametro ideal para se comparar diferentes
cendrios e estratégias de intervencao [6].

e Taxa de Contato: A taxa de contato € o nimero médio de contatos adequados de
um individuo infectivo numa certa unidade de tempo, entendendo-se por contato
adequado um contato em que a doenca pode ser transmitida. Considerando a
populacdo constante, a taxa de contato total é expressa por [3]:

B=pN, (1)

onde 3’ € uma taxa de contato per capita constante, desconsiderando-se qualquer
forma de heterogeneidade na forma de contato entre os individuos.

e Nimero de Reposi¢io: E definido, para todo instante de tempo, como sendo
o nimero de infeccdes secundarias causadas por uma infeccdo primdria numa
populagio que ndo é inteiramente suscetivel. E sempre menor que R,.

e Forca de Infeccio: E a forca exercida pela infeccdo sobre os suscetiveis, visando
converté-los em infectados, ou seja, a incidéncia per capita. Freqlientemente re-
presentada por A e pode ser escrita como [3]:

A = Bi, (2)

onde [ € a taxa de contato total e 7 corresponde a fragdo dos individuos infectantes.

e Limiar Populacional: A existéncia de um limiar populacional' se refere a
uma densidade populacional minima de suscetiveis abaixo da qual a epidemia
se extingue ou ndo se instala. A introducdo de casos infecciosos em uma
populagdo suscetivel nao leva a um surto epidémico se a densidade populacional
de suscetiveis for abaixo de certo valor critico. Se, por outro lado, o valor critico
for excedido, ocorrerd um surto epidémico.

Além disso, pode-se citar alguns parametros relacionados a estratégias de con-
trole, visando erradicar ou controlar uma infeccao, como a proporcao critica, que € a
propor¢ao minima da populag@o a ser efetivamente vacinada, e a profilatica (preventiva),
que determina a idade 6tima para se imunizar uma populacdo. Também podem ser con-
siderados fatores relacionados ao custo financeiro das possiveis estratégias, para definir
qual a estratégia mais efetiva a ser adotada diante de uma epidemia ou endemia [6].

4. Os Virus Influenza

A influenza ou gripe é uma infec¢do viral aguda do sistema respiratrio cujos virus
transmissores sao virus RNA de hélice tnica. Pertencem a familia Orthomyxoviridae
e constituem um dos principais problemas de saide publica devido aos altos gastos com
medicamentos, internamentos, dentre outros. Sua transmissao pode ser de forma direta,
de pessoa para pessoa, ou de forma indireta, por meio do contato com as secrecoes do
doente. Existem relatos da transmissdo direta do virus entre seres de espécies diferentes,
especialmente a partir de aves e suinos para 0 homem [1]. Um individuo pode contrai-la
varias vezes ao longo da vida.

!Garantida pelo Teorema do Limiar, demonstrado por Kermack e McKendrick, em 1927 [6].
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Clinicamente, a doenca inicia-se com a instalac@o abrupta de febre alta, em geral
acima de 38°C, seguida de dores no corpo, dor de garganta, prostragdo, cefaléia e tosse
seca. A maior complicacao pela infec¢do do virus da influenza sdo as pneumonias [2].

Os virus influenza sdo subdivididos em trés tipos antigenicamente distintos: A,
B e C [5]. Dentre os trés tipos de influenza, os tipos A e B sdo os mais transmissiveis e
mutdveis, principalmente o tipo A, considerado o mais importante epidemiologicamente
para os seres humanos, uma vez que pode recombinar seus genes com aqueles de cepas
circulantes em populagdes animais, como foi o caso da gripe avidria e, recentemente, da
gripe suina, designado de A—-H1NI.

Em poucas décadas, estas recombinagdes dao origem a novos subtipos virais, 0s
quais sao classificados de acordo com a natureza antigénica e genética de suas superficies
glicoprotéicas [4]. Essas proteinas s@ao a hemaglutinina (H), uma proteina situada na ca-
mada mais externa do virus, capaz de reconhecer e se ligar as células e aglutinar hemacias,
sendo responsdvel por reconhecer e ligar o virus as células do nosso sistema respiratorio,
e a neuraminidase (N), que facilita a saida das particulas virais do interior das células [5].

Sabe-se que existem dezesseis subtipos de hemaglutinina e nove subtipos de neu-
raminidase, sendo que nos virus influenza A humanos ja foram caracterizados trés subti-
pos de hemaglutinina imunologicamente distintos (H1, H2 e H3) e duas neuraminidases
(N1 e N2) [2]. Estas variacdes dos virus influenza resultam em alteragdes parciais de sua
estrutura genética, podendo a doenca se apresentar de forma mais ou menos grave, de
acordo com a diversidade antigénica do agente causador da doenca.

Os virus influenza do tipo B, por sofrerem menos variacdes antigénicas, sao
responsdveis por surtos localizados, infectando somente os seres humanos. J4 os virus in-
fluenza do tipo C infectam humanos e suinos, porém, por serem antigenicamente estaveis,
provocam doenca subclinica e ndo ocasionam epidemias, motivo pelo qual merecem
menos destaque em saude publica [2].

Neste trabalho, estudaremos apenas o tipo A, cujo virion e genoma podem ser
visualizados na Figura 1. Especificamente, estudaremos a dindmica da transmissdao do
subtipo HIN1, denominado A/California/04/2009(HIN1)?, responsével pela pandemia
recente que vitimou milhares de pessoas ao redor do mundo.

5. O Modelo SIRC

Modelos compartimentais foram introduzidos pela primeira vez por Kermack e McKen-
drick e, desde entdo, muitos modelos matematicos t€m sido propostos na literatura para
descrever a ecologia interpandémica da influenza A em seres humanos [4]. Neste trabalho,
faz-se uma breve andlise do modelo SIRC. Um estudo mais detalhado desse modelo esta
em desenvolvimento na monografia de Adriano Matheus Targino de Azevedo, no Curso
de Licenciatura em Matematica, UNIOESTE.

O modelo SIRC foi desenvolvido a partir do modelo SIR, incluindo-se um quarto
compartimento C' para os individuos de imunidade cruzada na populagdo, ou seja, in-

2A nomenclatura dos virus influenza definida pela OMS inclui, na seguinte ordem, o tipo de virus
influenza, a localizag¢@o geografica onde o virus foi isolado pela primeira vez, o nimero da série que recebe
no laboratério, o ano do isolamento.
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Figura 1: Virion (a) e genoma (b) do virus influenza A

dividuos imunes a uma determinada cepa do virus, porém, suscetiveis as demais, podendo
se infectar novamente. Ou seja, o individuo possui imunidade parcial as novas cepas [4].

Do ponto de vista epidemioldgico, uma comunidade humana pode ser subdivi-
dida em qualquer tempo ¢ em quatro compartimentos com respeito a cepa dominante em
circulagdo de um subtipo de influenza A: a proporgao de suscetiveis S(t), ou seja, aqueles
que ndo tém defesas imunoldgicas especificas contra aquela cepa em particular; a fracao
I(t) daqueles individuos que estdo infectados pela cepa dominante atual, portanto, infec-
ciosa e as duas classes daqueles que estdo totalmente ou parcialmente imunes a essa cepa,
ou seja, o compartimento dos recuperados R(¢) e o compartimento dos individuos com
imunidade cruzada C(t), respectivamente [4].

O modelo assume a populacdo como constante e, portanto, sendo /N a populagdo
total, tem-se que S + I + R + C' = N. O ntmero de reproducgao basal, Ry, para este
modelo é dado por [4]:

B

Ro =
0 n+ o

(3)

Um componente crucial a ser considerado no modelo da gripe € a sazonalidade,
que corresponde ao periodo apropriado para a transmissibilidade da infec¢do. Epidemias
da gripe possuem caracteristicas diferentes em diversas regides do mundo. Conforme [4],
distinguem-se duas categorias principais: regimes tropicais e regimes temperados. Pode-
se introduzir a sazonalidade ao modelo SIRC assumindo que a transmissibilidade do virus
varia periodicamente ao longo do tempo, com um ciclo anual. Portanto, a taxa de contato
£ passa a ser uma fungdo temporal, definida como [4]:

B(t) = Bo(1 + € cos(2mt)), (4)

onde [3 representa a taxa base de transmissdo e 0 < e < 1 retrata o grau de sazonalidade.
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5.1. Modelagem

O processo de modelagem, em resumo, inicia-se com um individuo suscetivel que, ao
entrar em contato com uma pessoa infectante, contamina-se. Esta relacdo de contédgio €
determinada por um coeficiente de transmissdo, 3, que € a taxa de contato. Conforme
vai se recuperando da infeccdo, esse individuo sai da classe dos infectados e passa a
classe dos recuperados a uma taxa «, a taxa de recuperagdo. Apds sua recuperacao plena,
transfere-se, a uma taxa ¢, para a classe dos individuos com imunidade cruzada, ou seja,
suscetiveis, a uma taxa -, porém, com imunidade parcial, reinfectando-se, com uma pro-
babilidade média o, somente em contato com uma cepa diferente da anterior. A fracdo dos
individuos expostos a essa nova cepa e que, devido a uma resposta imunoldgica positiva
nao se contaminaram, siao deslocados diretamente para o compartimento dos individuos
recuperados. O fluxograma geral do modelo SIRC € mostrado na Figura 2.

St IR EAC

Y of3 (1_0)6

A4

Figura 2: Fluxograma geral do modelo SIRC sem taxas vitais

Cada um dos cinco parametros «, (3, 7, 0 e ¢ tem um claro significado epi-
demioldgico: [ representa a taxa de contato entre os individuos; a, § e 7y representam
o periodo em que o individuo permanece no compartimento I, R e C, respectivamente;
e o representa a probabilidade média de uma nova infeccdo de um individuo que possui
imunidade cruzada.

Como se supde que a probabilidade de reinfec¢ao aumenta linearmente com o
tempo desde a tltima infec¢do a uma taxa r de aproximadamente 0, 026 anos ™!, um valor
plausivel para o pode ser:

o=r[d 4471, (5)

em que 6! e 7! representam o tempo médio de permanéncia de um individuo nas classes
R e C, respectivamente [4].

Sob as consideragdes precedentes, formalmente, o modelo SIRC pode ser repre-
sentado pelo seguinte conjunto de quatro equagdes diferenciais ordindrias [4]:

(dS
22— _B9T
o BSI +~C
% = BSI+opBCI—al

(6)
%g — (1-0)BCI+al — R

E
\ dt

— §R— BCI —~C

Como a populagdo € assumida ser constante a taxa de mortalidade em todos os
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compartimentos, x, € considerada igual a taxa dos recém-nascidos no compartimento dos
individuos suscetiveis, ou seja, estd se desconsiderando a dinamica vital [4].

Como se trata de um sistema de equacdes diferenciais ordinarias nao lineares,
nao existe métodos analiticos conhecidos que permitam explicitar suas solugdes. En-
tretanto, pode ser feito uma andlise qualitativa das equagdes que o compdem, visando
determinar o comportamento de suas solu¢des quando a varidvel independente ¢ tende
ao infinito, sem necessariamente conhecer essas solucdes. Para isto, deve-se desenvolver
uma andlise baseada na teoria da estabilidade das equagdes diferenciais.

E possivel também encontrar uma solucdo numérica satisfatdria, utilizando
métodos numéricos adequados a solucao de (6), com apropriadas condi¢des iniciais.

6. Solucao Numérica

Apresentamos a seguir um método eficaz para encontrar solugdes aproximadas para (6).
Essas solug¢des permitem a realiza¢do de simulacdes visando comparar os resultados obti-
dos com os dados empiricos sobre a influenza, utilizados na valida¢ao do modelo.

6.1. Método de Runge—Kutta de 4* Ordem

7z

Este método é conhecido na literatura como RK, e consiste fundamentalmente em
aproveitar as qualidades dos métodos de série de Taylor sem a necessidade de calcular
derivadas de uma func¢@o f(z,vy).

Associando ao sistema (6) S(0) = Sy, 1(0) = Iy, R(0) = Ry e C(0) = Cy,
condig¢des iniciais para ty = 0, esse pode ser escrito matricialmente como:

- dS
jj _BSI +~C " S(0)=So ]
dy 7 FY) BSI + oBCI — al Y(0) 1(0) = I
_— 5 t, = Y =
dt dR (1—0)BCI +al — R R(0) = Ry
dt C(0) =
SR — BCI —~C (0) =Gy
dC peT = : |
L dt
formando o problema de valor inicial (PVI)
dY
— = FtY
dt (tY) ) (7)
Y(to) = Yo
Um método RK, para resolver o PVI (7) é dado por
1
Y1 :Yk+6[Kl+2K2+2K3+K4], (8)
ou, equivalentemente, em forma matricial
Sk+1 Sk K7} K5 K3 K$
Iy 1, 1 K{ K2I Kz,{ Ki
= + = + 2 + 2 + ,
Ryt R, | 6)| K~ K KR KE
Cis Cy K¢ K¢ K¢ K¢
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onde

AtF(tk, Yy)
ALF(t; +0,5A8, Yy + 0, 5K7)
ALF(t + 0,548, Yy + 0, 5K5)
K4 - AtF(tk + ALY + Ks).

At corresponde ao passo de tempo considerado e é dado por

Einal — Linici
At — final muml, (9)
n
em que n > 0 € o nimero de intervalos de tempo que se deseja tomar. Para tomar o passo
de tempo adequado deve-se investigar a estabilidade do método RK.

Para resolver o PVI (7) pelo método RK, (8) deve-se considerar condi¢des inici-
ais apropriadas Sy, Iy, Ry e Cy quando ¢, = 0. E necessério também atribuir valores aos
parametros envolvidos no processo de modelagem para verificar a validacdo do modelo.
A Tabela 1 fornece um intervalo de valores a serem atribuidos no método numérico.

Parametro Min Max
« 365/7 anos™'  365/2 anos™!
v 1/5ano™! 1/2ano™!
4 1/2ano™! lano™!
o 0.05 0.2

Tabela 1: Valores minimos (min) e maximos (max) a serem atribuidos aos
parametros do modelo SIRC [4]

Respeitando os possiveis valores para os parametros, apresentados na Tabela 1,
atribufram-se o = 365/3 anos™!, v = 0,35ano"!, § = 0,625 ano! e ¢ = 0,005 ano~*.
Considerando uma regido temperada e os valores utilizados por [4], assume-se 3y = 400
e e = 0, 18, fornecendo uma taxa de contato (t¢), de acordo com a equacdo (4). Para as
condig¢des iniciais quando t, = 0, utilizou-se S(0) = 0,15, I(0) = 0,001, C'(0) = 0,44 e
R(0) =1—1(0) — S(0) — C(0), com base nos testes realizados por [4].

A Figura 3 exibe o grifico do modelo SIRC aplicado ao método RK,, imple-
mentado em linguagem C no ambiente Geany, plotado com o software Gnuplot para um
tempo de 16 anos, com 30.000 iteracdes, em intervalos de tempo At = 0, 195 dias.

Nota-se que as intensidades das epidemias determinam a variagdo das fracdes de
individuos nos quatro compartimentos. Inicialmente, na auséncia de epidemia, a quan-
tidade de individuos infectados € praticamente nula, ocasionando um crescimento dos
individuos suscetiveis. Dessa forma, os individuos recuperados transitam para o com-
partimento dos individuos com imunidade cruzada e retornam em seguida para o grupo
dos suscetiveis. Em contrapartida, quando hé indicios de epidemia por alguma cepa viral
dominante, a fracdo de suscetiveis decai rapidamente, contrastando com o crescimento
dos individuos recuperados, e a classe de individuos com imunidade cruzada cresce con-
forme a transicao dos recuperados para seu compartimento.
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Figura 3: Grafico das populacoes de suscetiveis (S), infectados (I), recuperados
(R) e individuos com imunidade cruzada (C) usando o modelo SIRC

7. Consideracoes Finais

Com base nos valores dos pardmetros apresentados na Tabela 1 e nos dados disponiveis
em [4], conclui-se, de acordo com [4], que os resultados sd@o coesos com informacoes
estatisticamente provadas em pesquisas laboratoriais. Salientamos que, em hipétese al-
guma, as implementacdes foram feitas visando a criacdo de um cendrio, isto €, foram
feitas exclusivamente com base nos dados existentes na literatura. Nao obstante, apds
verificar a efici€éncia computacional e a acurdcia do método RK,, pode-se construir, em
parceria com a Secretaria Municipal de Saide, um cendrio com uso de dados especificos
do municipio de Cascavel-PR para a dindmica da transmiss@ao do HIN1 nesta regido.
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